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माधव विष्णु पराङ्कषर, 
खानमण्डर यच्राख्य, छाश । १९९९ 


पुननिपेदनम्‌ | 


ग्रन्थस्यास्य प्रथममागस्य प्रकाशनाकसरे मया निवेदितं यद्भन्थान्ते चिरोष- 
पपश्चः प्रदरितो भविष्यति । परख महा दुस्तरेऽस्िन्यहायुद्धकारे प्रप्रा्यमवा- 
दिरेषटेखनादिदानीं विरम्यते । युरोपीयगणिते 'लिखिट' शाब्देनष्ठयक्छस्य यन्मानं 
कटप्यते तचस्सिन्प्रन्थे एकधैव तन्मानं र्यं मत्वा गणितं प्रददधितम्‌ । एवं 
स्वरूपाणां ठेखनेऽपि किञ्िदैरि्यमस्ति । सर्वमिदं कएछान्तरे चरगशिकलन- 
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परिहिष्ररूपेण परकारितं भविष्यतीत्यारशसे । 

अन् विरेषत इदं कथनीयमस्ति यद्रणितविचाप्रचाराय वियारसिकैः 
काटिकगजकीयसंस्छ्रतविदाल्याध्यक्षैः शीमद्धिजीक्टरमङ्लदेवदाशस्छिवर्यैयया 
शुमेच्छयेतषटशादुकंभपुस्तकप्रकाशानाय यतितं तचासमाकं दौभीग्यात्पयो सूलच्छेदं 
एव ददयते गणितविषयकपरोक्ाया अपाकरणात्‌ । तथापि दटमारासे यदिश्वेश्वरः- 
कृपया तादो गणितप्रकषंकारः समागमिष्यति यदा पुनरपि बह्मदरेण ग्रन्थरलमिदं 
कारिकयजकीयसंस्कृतपरीश्चासु फलय रूपेण स्वीकरिष्यते इति निगदति 


कायां सरस्वतीभवने बलद्वसमिश्रो 
९-२-७३ ल्योनिषाचायैः 
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पञथ्चमाध्याय | 


प्रन्छ्प्‌ 


दवि युणच्छर का वणेन 


तास 


निनि 
तयतः दस्त स क पता ख्माना 





स के- मरन मे दौ विधि पर् से विरोष 
न | 
॥ [कर) ताय तार का अर्थं 


६० प्रक्रम से सान्त द्विगुणचखानयन 
६२ चं प्रक्रम के सिद्धान्त कोर प्रक्रम से सिद्ध करना 


[ ष्य) लार मे विशेष क 


यहि फ(य,+र) = फा(य) >< फि(र) तो इसके 
सह्तद्विुणयलर मे विदोष 

जिगुणचखानयन र 
न्या समेत कु उदाहरण ओर अभ्यास के सिये म्रश्च ... 
च खयादिकटन मे कुः विरोष त 


बष्ाध्याय ३ । 


वचक्षेभो के चापानयन मे विधि ८ 
परवदय (42001. ) का चाप जानना 
च क्रारुदं (१८014) का चाप जानना 


। 
म्‌ 


र = आयन्‌ इख वक्र का चापरानयन 
काातखली ( (2161181) का चापानयन 


1 म २. 
यः ~र = अः इस वक्र का चपानयन 
ह मः ५९ ८ 
६९ वे अन्तम म विशेष 
राछुरि कथिक वक्र (10921116 (१९) कां 
च्छापान यन 
दीधेचत्त का चपानयन ध 
ध्यक्तिपरवदय का चापानयन 
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आकिमिडिङ के रषिं {0114 


क( चपानयन (111५ 
01 -\ {7111८९८} 

ध्र = अ(१ + कोल्यषहय) इस चक्रः का चापान्यन 
सघुरिच्छथिकू खपिल का चापान््यन 
जअदखयछाटद (1])1८ +^ 1.11) क्त चपानयनं 
अदिलक्रषटद (\]०८५८]101 4) का चापानयनं | 
स्पर्श रेखा पर सखविन्दु से पड़ लम्ब भौरय अध्चसे 
उत्पल कोण इन दोनो के वड से वक्र का चापानयन 

८ परम च्छी व्यािके लिये दा उदाहरण 

अतिपरवलय के चापएएनयन में स्याण्डन का सिद्धान्त 
(1.2110व€ा1 
डार्टर प्रेव क सिद्धान्त (11५107€1)) 0। 191 
०1205) 

एकनाभिक अतिपरवख्य ओर दीधरत सं विशेष 
ह्िकार्दसर के शवट (0५21 07 {९5८811५४} का 
चपालयनं 

वक्र के अनवत से चलक्ञान के विना चापानयन 

भुज, कोटि के रूप मे यदि चाप चिदित हो तो अनव्रत 
का समीकरण 

अक्षीय मुजयुग्म के रूप भे जो चाप है उससे अनवल्रत 
का अश्वीय मुजयुग्म सम्बन्छी समीक्ररण का ज्ञान 

वक्र क स्पर्श रेष्वा से ओर वक्रस्य नियनचिन्टु की स्पौ- 


रेखा से उत्पन्न कोण जो हो उसके फटरूप मे सापानयन ... 
चापस्पािकसमीकरण से चक्र का समीकरण जानना ... 


चापस्पारिकसमीकरण से वक्रजानीयनुत्त का 
व्यासं जानना 

चापस्पारिकसमीकरण से अवदत का समीकरण जानना 
चापपरसे वक्र के भुज, कोटि का ज्ञान 


आकादरीय वक्‌ का चापानयन 


ताचा 


तमं क मन कां अनयन 
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९१८ 
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विरोषवणंन 


आकाड्ीय वक्र मे अश्चीय मुजयुभ्म से विशेष 
अन्तरिक्षीय वक्र की स्पद्ं रेखा पर भूटविन्दु से पड़ 
कम्ब से चापानयन, ओर अभ्यास के लिये प्रदन 


खममाधव्याय ७। 
वक्र के फलटानयन की विधि 
वुत्त क! फखानयन 
दीधेव॒त्त को फलनयन 
परवटय का फटखानयन 
र = अय इस वक्र का फटखानयन 
अतिपरवखय का फकटानयन 
चक्राख्द्‌ का फटानयन 
कातत्वली का फलखानयन 
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॥ 1 


र 
(य) रम+१ + (क) २न~+-१ = १ इस वक्रं का फलानयन 


फलानयन मे सीमा के विचार मे विरोष ` 

खभ्चृणं वक्र के फडानयन मे विरहोष 

दो कोटियो के भीतर फलानयन मे विष 

दो वक्रो के चाप ओर उनके कोख्यन्तर से बने क्षे का 

फलानयन 

दो वक्रौ से सीभित क्षे का फलछानयन 

११४-११५ प्रकमो खी व्याश्चि के खिये एक उदाहरण 

अक्षीय भुजयुग्म से षक्र का फखानयन 

सख्मालिकः सर्पि ( ९५८181६ पादा 40121) का 

फटानयन 

अ्लीय सुज्ञयुग्म पर से परवलय का फएटानयन 

श्रु = अ(ष + स्याप्र) इस वक्र का फलटानयन 

च~र कोज्याष -\/ (कोज्यारष ५८ (कोज्या) | 
ज्याष 


श्रु = अप^इस वक्र का फरानयन्‌ 


दसं वक्र का फटलानयन 
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विरेपवणन । ` 


इखामूटक का फलखानयन 
दो चक्र केचाप भर श्रुत्यन्तर से वने श्चेतच्र का फलानयन 
१२५ च घक्रम मे विरे 

९२३ - २२५ प्रक्रमो क छिय उदाहरण 


रः 





कि क्क्‌ क 


आकिमिडिज्ञ के सर्पि के फटानयन मे १२५ चै प्रकप 
की युक्ति 

शक्षीय समीकरण स अपचक्राख्द कां फलानयन 

चक्रो के साजात्य अवयवो के कल्य का संवन्ध 

वक्रचाप ओर अचद्टरूनचाप्र से वने क्षे का फटानयन 
कातन्वटी उसका अवदत ओर वक्रजातीय दा व्यासा्दं 
दूनसे चने श्चेच का फटानयन 

पाददल का छश्षण ५ 
मूखविन्दु से पाददर के मूख्वक्र के कोई दो स्परारेखाभों 
परदो रम्ब डले जायंतो पाददरुका चाप भौर इन 
दोनो म्बौ से वने क्षे का फलानयन त 
अयः + कयर + गरः + घय + चर + फ=० इस पर से पतां 
लगाना कि कौन वक्रे 

१३४ प्रक्रम मे विदोष ५ 
पक निर्दिश्ररेखा के दोनो अच्रदौ वक्रके परिधि पर घूमने 
से निर्दिं्टरेखास्थ निर्दि विन्दु के घूमने से जो वक्र होगा 
उसका फलानयन 

स्वस्यान्तर से वक्रो का फलानयन 

फखानयन मे प्रकासान्तर ह 
फरुसाधन के हये यन््र ( 7 14.111116165 ) ओर अभ्यास 
कै लिये प्रश्च ॥ 
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राङ्क कं पृष्फट का प्रकरारान्तर 

गोट का पृ्टफलानयन र 
ब्रहटच्यास कं चासे ओर दीघवरत्त कं ध्रूमने स जो प्रनक्नंत् 
टा उसका प्ृटफटानयन 

पररवख्य का चाप य अक्तं के चासा ओर ध्रूम कर जा घन- 
प्रे बनाता हे उसका पृष्टकलानयन 

कातन्वली ((-2.1€112.15-) का पृष्टफलानथरन 

पृष्टफल मे विध 

श्र = अ (९ + कोज्याप) इस वक्र के स्थिरस्लाके चारो 
ओर धूमनं स जो वक्र हा उसका पृष्टफटानयन 
स्पराघरातट का साधन 

परिणतक्चेच का पलानयन 

स्पराधरातट ख किसी घनक्षेच का प्रषटफट ९ 
घ्रनक्षेच के पृष मे विच्येप 

स्परधरयतट से प्रषटफलानथन मे विरोप 

पृष क़ अक्चीय समीकरण से पृषठफलानयन 
घनकलखानयनविधि 

समसूची का घनपटानयनं 

गोट का घ्रनफलखानयन 

प्ररवरुय के य अक्न कं चाये ओर घूमने से जा घनक्र् 
हयो उसका घनफखानयम 

य अक्के चाग भर धूमन सं चक्राखद्‌ के घनक्षेचच का 
घ्रनफलनयन 

र भश्च क चायो ओर घूमन से चक्राखद्‌ के घ्रनक्षे् का 
ध्रनफलानथन | 
प्रवर्य के र अक्ष कः चागे आर धूमनसेजो घनश्च द 
उसका घनपूलयनयन 

दा घनक्षेत्र ओर दा घरानलो क्रे भीतर घनक्षेत्र खण्ड का 
घ्रनफखानयन ६ 
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महनत्तम ओर म्यूनतम में वित्तेष यर वैरोपिकरकटन 
का रक्षण 
तावेर=वेतार को सिद्ध करना त 
1 न इस का अर्धं 


^ 


$" भ. 


२६८-२.७० प्रक्रमा मं विदेय 
वै [स वा | वैस का मान जानना 


= भ 


| दराताय क वदाचक् जानना 


स = फ(य,रःर) ईस मे वेरा का मान जाननां 

वेरोषिक पर से महत्तम ओर न्यूनतम मान १ 
साम्बन्धिक महत्तम ओर न्युनतम, उनके 

कु उदाहरण ओर अभ्यास कं लिये परञ्च 


@ (~ ५. ४ 


इत चराप्र्घणम। 


पुद् 

२३६१ 
२९६१-८ 
२६२-२६८ 


अध्याय 
 चखररिकटन ऋा अभिप्राय भौर साघारण चटानयन 
२ अक्ररणीगत भिन्न संवन्ध व्रा चदलानयन | 
(1९11911६ [८111६ ) 
३ दश्रुकरणपरस्पग ( [11111114 ',] [२८([्ल(का)) 


विपयस्ूचनिका ((011५111६) 


कीणां * 
 प्रकीणकः (^+1{1>८५1 11. [रताय -) 


७ 


४५ ( 


हिगुणचट (49५ [111 तपाता) 
वक्रक्चो का चापानयन (¡.५114111~ ){ 1८६) 
वक्र का फटानयन (८६; 11 | वि11८ (111८) 
वक्र के पृष्ठ आर घनटानयन 


(८६६ 01 नप्र {कतस पाते \ कापपाोत> ८1 ३।१{तर) 


९. सात्तचटलानयन (1५11111५ [111त्सर) 


॥ । ५ ५ + # # 
१० कऋमपरिय्रत्तन (({पप(् ५[ [५ पार व ५ | 


111111{111८ [प्र(ल्एप 


१९ वेराप्रिक्रटन (111९ तनपा क + वापा) 


+ ८ ५ १.१४ 
[0 [1 
(म 9 


वञ्च माध्याय | 
दो वा अनेक चखरारियो के वरा से चखान्यन । 
वा द्विगुण चर । 


९८} पिठ अध्यायौ मे उन चलखानयनोका वर्णन जिनमे पक दही चट 
हे अर्थात्‌ जव तात्कालिक सम्बन्ध फ(य) इख चारु का है तव इस के चटा 
नयन का वणेन हो चुका । परन्तु चलनकर्न से जह दो चखुयरि वा अनेक 
चखरारि के फर हो वदा सिदध हे कि 
तास 


स~ फ(य,र) ता त्यक्त 


= फा(यः,र) वा स = फ(य,र.रू) तो 
तास 
तायतारतार 
यद्‌ टेक पफा(य.र) वा फा(य,रुख) परसेस के मान को ठेानेका नियम 
जानना ] 


= फा(यःरर) इस लिये अव इस अध्याय का मुख्य उदर्य 


५९] चटनकखन के (६)वं अध्याय से प्रसिद्ध है कि 


तास | र | तास _ फः(य,र) 

तायतांर ताय तार ताय 

इस लिये सः? = ^ पफ(य,र)ताय यह दीक पिरे अध्यायो से सिद्ध हो 
जायगा यदि फर्मेरको स्थिर मानसो) मानो कि 


[कर ताय = फा(य,र) इस ये परं = फा(यः,र) 


. स = .^ˆ फा(य,र) तार यदह मी पिरे अध्यायो से प्रसिद्ध हो जायमा यदि 
इसमेय को स्थिर मानो। 





{4 
यद भी विचासे तो जिस तरह से तस इस का मान चटखनकटन से 
तायतार 
आता है टीकः उस के विपरीत क्रिया से यँ स आता हे । 


॥ स 
६० चटखनकखन के (दोचं अध्याय से सिद्ध दे कि त्यक्त - -क्त्ल 


| भक 


इस (लय 


९२२ यल रदिद्छव्छन 


ख = .^ फ(यःरोतार = .^ 1 .८फ(यःगोनाय । तार वासर ./' ¦ फ(य,र)तार ' तापय 
वस तरहस्रे दा गेनिसक जाननेक च्य्यि उत्पन्न हातीटे कि फ( यर) 
मे पदखे र को स्थिर मान तायक्रे वदास चट ज्ञान कगे छिरः दस नट 
मेय को स्थिर मान तार के क्डास नथा चष्ट निकाला नास छा सान 
होया । वा प्रहे य का स्थिः मान नार करं चा स चद निकाला किर 
इसमेर कां स्थिर मान ताय कं व्या सर चटकज्ञान क्रमता यी स का 
मान होया} | 

दल प्रकाग्सेसकादरा मान आया | कद्पना करक्ि णकः मान रा, दूसार दा. 
हेतो विपरीत क्रिया स 


४ तात 
त्य! फः (य,र) = ध अस्त्र करयं स्न 








ताय तार तार ताय 
क तादा ~ त | तारा; _ तादः 1 
तायतार तायतार ताय तार तार + 
बरा (न नर 4 9 
याद शर = रार रस द्य तद यय क काट पट नहा हा सक्तां 


1 


। ~. 4. क (० ल ९ [षं ४५५ ॥ | 
सेवय स्थिरा्कः के क्योकि क~ यही दास्य के समान हाता हे टस 
~ ~, ताश _ > न स्थिटसमे भी स्थिः 
दिये त (र) .. यार. फि (र) ताग्+स्थिटसमे मीस्थिगङगयका 


कोड फल हागा क्योकि फि(गेमेयक्रो स्थिर माना माना किस = फ (य) 
इस लिये रार= दारा =. पिः (ब) तार + पी (य) = फा(ग) + फी (य) 


यदि | प्ति (र) तार फा (र) 


(न 


इस से यह सिद्ध होतादहेक्रि दोना विधियोसेजादो व्रकार के स उत्पन्न 
दोते दै उनका अन्तर दो फो के योग तुस्य है जिनमे ण्क केवटय का अर 
दूसरा केवट र का पएट दे | 


६९ । पिले प्करममें जो स=.८ { ./फ(य.ग)तप्य } तार यह है इस मे 
यदि { } इसको उडद तो ^^ फ(यःर)तायतार एसा होगा अव 
यदि <^ ^ फ(यःर)तायतार इस का अथं पसा समक्त कि पदे ताथ के वहा 
से चरु निकाल फिर वारकेवरासरे निकालादैतो { } इसके ठरेनेका कुः 
आवद्यक नहीं । इसी शकार «^^ फ(य,र)तारताय इस से यद समञ्रो कि 


दिगण चा. चिगुण चखानयन । १२६ 


पटले तार के वदास फिर ताय फे वरा सेचरू निकाला गया द| इसी 
तरह .^.^.^ˆ फ(य, र, र) तायतारतार इस से समन्चन चाहिये कि पदे 
ताय, तव तार, ओर फिर तार के वशासे चरका मान अपेक्षित है अर्थात्‌ 
फल केपासजो तारे उसके वश से पदछेफिरज्यौ व्यौ दूरम तदै कमस 
उन फे वरा से चर निकालना है| 

मैने खाघव के लिये वार वार अनेक कोठ न लिखकर यह संकेत मान लियः 
हे इस मे कुछ विरोष नदीं चाषे उल्येही, रीति से तुप उसी अथं को प्रकारा 
कर सकते हो अथोत्‌ जे ता सवसे दूर हो उसके वदा से परे फिर यथासन्नं 


के वरा से। 
, क ( यर २ ५ 
जसे यदि फ(य,र) = अयर+कम्ष्यतो 
.^.^ फ(यःर) ताय तार = .^.^ (अय्य + करष्य)तायतार 
[षि कर्य} 


अयरः , कर्य यर 
द + ~ = -द) (य + कर) यह पटा स का मान इञा । 


तार 





ओर ./^ ^ फ(य,र) तार ताय = .^.^(जयर + कर्य) तारताय 
| २.५२ २ 
वि ॥ | > ० ~ ताय 


४, 
अचर +करय. ~य रु (अय + कर) यद दूसरा स इभा । 


४ ॥ भैष 


ष्ट प्ट 
यदहो पर स्थिरङ्कौ को छोड दिया हे, 
६२ । जव साश्वं परकम से सिद्ध है कि 
<^ .^फ(यःर)तास्ताय--.^.८^फ(यःर)तायतार = फि(य) + फी(र) 
इख लिये ./.^क(यःर)तास्ताय = .^.^फ(य,र)तांयतार + फि(य) + फी(र) (९) 
यद्य यदि .^फ(य,र) ताय = पफा(यःर) ओर .८^फ(यःर)तार = फा^(यः,र) 
तो.^.^फ(य,र) ताय तार = .^का(य,र) तार = फार(य,र) 
ओर ./८./फ(य,र) तारताथ = ./फाः(य,र)ताय = फार(य,र) 
इस लिये ९१६८ कफ(यःर)तारताय = ¢ { पा!(य,क)--फा?(य,अ) } ताय 


वा. ^ फ(यःर)लारताय र 0 ` फात्यःकौोताय---/ ` फाश(यःअ)ताय 
0 अ च 


= फाः(घःक)--फाः(ग,क)- प्राः(घः,अ) + फा (गज); .-..-.--. . (२) 


२४ चख्यरिकटन । 
इसी तर. १८ फव्यःरतायतार =^” { पा(्ःर)--फा(गःर) } तार 
गृ 4 
ह ५ फा(घःर) तार-/ ` फा(गःर) तार 
र ; 


= फा.(घ.क)--फा-(घ,अ)--पार(ग,क) + फार(ग,अ)... -.. .-- .-. (र) 
परंतु (१) से 
फः(य,र) = फाः(य,र) + पिय) + फोर) 
दरस लिये, फाः(घ्रःक) = फाः(घ्,क) + फिर) + फी (क) 
फा.(ग,क) = फार(ग,क) + फि(ग) + फी(क) 
फा;(घ,अ) = फार(घ्,य) + {फ(्) + फी(अ) 
फीः(ग,अ) = फार(ग,अ) + पफ(ग) + फी(स) 
दन करा उत्थापन (२)मेदनेस 
{ फा (घःक) + फार (ग,अ) ¦ -- ¦ फा (गक) + फा(चःभ) ; 
= { फार (घ,क) + फार (ग,थ) } -- ! फार (घञ) + पफार(गमक ¦ 
अ्थीत्‌ (२ ) ओर (२) तष्य हुए । इस खिये इस पर से 


^. /^क्क(य,र) तार ताय = (८ १ फ(यःर) ताय्रतार 
॥। न्‌ ८ 


यह सिद्ध इभा । 
६३ । ऊपर के प्रक्रम से जा सिद्धान्त उत्पन्न दुभा उसे (२) प्रक्रमकेपेसा 
शरेदी द्वारा भी परकास कर सकने दं । 
मानो फ(य.र) मेय क मान, अस छकग क तक्र बीच म 


अ, यः, य+. ---* " यन कदं] 
जदो यअ = चः, यर-य९ चर" -“- * * " ` क--यन-९= चन) 
ओररकेमानगसे टेकर घ तक चीचमें 
म वी | 
जरा रग =ज., रर =जर------* घ्--र ., = जम । 


अब या यह इच्छा है कि चहजलफ(यत-२, र?) इस मेद्‌ के स्थान 
मे१,२,३.--मका ओर त के स्थान में १९,२२; ~न का उत्थापनं 
देने से जो श्रेदियों उत्पन्न टौगीं उन का योग जानें । यहाँ न ओरम का मान 
अनन्त हे । 

लाघव के लिये कर्पना कये कि श्रेहियो का कोर पद्‌ बनानेके लिये 
च ज फ(य,र) यदह एक सुद्धा अर्थात्‌ सोचा है जदो च, ज, ओर यः रके 


द्विगुण वा विगुण चदानयन । १२५ 


स्थानम जिस पद का मानं जानना दोगा उस की संख्या रख देना होगा 
ओरय.=अ,र.=ग रेखा समश्चना। दस सचिमे चके स्थानम ^+ य ओर 
जकेस्थानमे^ रको र्खदं जैसा करि चख्नकलन मे प्रसिद्धदहैतो संचिका 
रूप ^य.^र फ(यःर) पेसा होगा । 

ज्ञेखे किसी खेरोने के सचि मे मिष्ी, लोहा चोदी, सोना इत्यादि के रखने 
से जितनी भूतिर्या बनेगी सव के मोड ओर रंगमें तो प्रकतं परन्तु रूप एकसा 
होगा इसी तरह इस सचे से जितने पद वनेगे सव के रंग ओर मोर अथौत्‌ 
मान तो भिन्न भिन्न परन्तु रूप एकसा होगा । 

साचि मे त के स्थानमे १, दके स्थान मे १,२,३ ----म करा 
उत्थापन देने से 


0. 
210 


44 


'फ(अ,ग) + जस्फ(अ,र) + जश्फ(अ,रर) 

+` - * * जमफ(अःरन-र) } -* * * (१) चरेद 
तकतेस्थानमेरका आरद केस्थानमेश९,२---मका उत्थापनदेने से 
च { ज फ(यशग) + जरफ(य ररः) + जश्फ(यशरर) + 


+ जमफ(यशरम-ः) ` ` * (२) श्रेद्ी 
इसी तरह चः { जश्फ(यरःग) + जरफ(यरःरः) + जशफ(यररर) + 
+ जभमफ(यरःरम-र) (२) श्रेढी 
चत+१ { जशफ(यतःग) + जरफ(यतःर?) + जश्फ(यतःरर) + 
। जमफ(यत,रम-र) } - * - (त + १) श्रेद्ी 


चन { जफ(यन-९ग) + जरफ(यन-र९,र?) + जःफ(यन-) + 
+ जमफ(यन-रम-९) ¦ ` ` * (न) श्रेढी 
इन मे यदि म = तो { } कोष्ठकान्तगत (त+ ९) श्रेदी का योग (२) प्रक्रम 
से, वफ(यतःर) तार यह दोगा । कस्पना कये कि यह पा (यत) के समानद्ेतो 


नि 


तदेस्थानमे०, १, २,.-- --न-९ का उत्थापन देने से क्रमसरे ऊपर के 
श्रेडियो का मान) 


चश्पा(अ) ) इनका योग अव (२) दही प्रकम से स्द्धदे कि याद्‌न= 2 
चरफा (यः) | तो ८ +फा(य)ताय यह अथौत्‌ ./र./रफ(य,र) तारताय यदह 
चशफा( यर) ! होगा । 

| इसी तरह यदि हर एक श्चेदियो का { } केोष्टकान्तमैत 
चन्ता(यन-9) । उरध्वौधर एक एक पदो का पटखे योग कसो तो 


२६ चशरारिकटखम । 


[१ 9) 


^ कष््(ख.ग) वाय = फार(य)फ(रः) इत्यादि दोगा फिर सव पदो का योग 
&1 
अशन्‌ श्रेटियो काः योग = जःष्ाः(र) + जन्फाः(रः) + जश्फाश्(रर) +“ - 


~+ [ जपा (रम-) = वपो(ग) तार = / १, *फ(य,र) तायतार 


परन्तु श्रेदियौ फ़ तियेक्‌ पोका याग कर वा उध्वधर पद कायोग 
कर पिरटउन फो जोड़ने स श्रेदियः योगतो णकः सी होगा दस स्थि 
१.८ चफयःरतारताय = ^ क फ(यर) तायतार यह सिद्ध हुः । 
अ न्‌ 9 


६५ । जव निश्चय दै कि .८फ(य.र)तार इस मं य स्थिर मनै तो 
{ क्य क क 
. फ(य.र) तार टस का भी मान जान सकत हं फर दस पर सं 
फ१(य 


१.५. -फर(य) 
र फ(यः,र)तायनार इस क मान आजायगा | 


फः (य) 

यहो मी यदि (दद)वं पक्रम से श्रेद्ियौ की परस्परा वनाचोमे तो विद्यो 

इतना ही होगा कि ग, रर रः इत्यादि प्रत्येक भेढियोमे यके वरा मे भिन्न 
भिन्न होमे जसे (त + ९) धेट के { } अन्तर्गत 

जक(यतःग) + ज-फ(यनर! + जःफ(यनःगर) + ` ˆ ` जमफ(यतःरम-र) 

इन पदो में 

ग = फ९(यत)+ज? = र फ(यत)-जर = ररर, ` * ` * जम = फः (यत)--रभ-' 
पेखा मानना पडेगा पिर परयेचत्‌ सिद्ध. कर सकने हा कि इन पदो का योग 


फयत) | 1 
फ(यतःर) तार यही रोगा) 
फ^(यत) 


[स १ (यत) 
कर्पभ! कये [कि फ(यतःर)तार 
फ>(यत) 


यह फा(यतोके समान है तो, त के स्थान मेर, - ` * * नका उत्थापन देने से 


कर (फरछय) , ` + 
16 ५ फ(यःर) तारताय का भी मान जान जागे । 
फ९(य) 


६५) यदि, फ(य,र) = फा(च) >+ फि(र) तो तार के वरा चखनयन से 
^फा(य) « फि(रोतार = फा(य) „^ फि(र)तार = फा(य)फि?(र) + फा(य)स्थि जरां 


द्विगुण वा चरिगुण चलखानयन । १२.७ 
^ फि(र)तार = कि{(र) + स्थि इस लिये 


५८ फा(य) फि(रोतार = फा(य) { फिशत्र)ो-फिः्ग) } 


ओर.^फा(य) { फिर(घ)-फि*(ग) } तव्य = { पि९(व)-फिर(ग) } .८फा(य)ताय 
= { फिष्घ)--फिर(ग) } { काप्य) +च्ि, | 
यदि.८पा(य)ताय = पाय) + प्ख? 
दस लिये 

9. फ(य) > फि(र)तारताय = { फि(घ)-फि (ग) } { फा((क)-प्तःः(ज) } 


= ४४ फि(र)तार >< ८ -फा(य)ताय 

इस खे यह सिद्ध होतादे कि यदिअ,क, ग, घ स्थिराङ्कः हौ अर्थात्‌ य, वा 
रकाकोद फरनहोतो 
८ ्फा(य) > फि(र)तारताय = ^ +फो(य)ताय > ‰(्लि(र)तार फेस होगा | 


६द। इसी तरद्‌ जहो तीन चररि के कासे ` 
(१/4 +फ(यःरुक}तालतारताय फेला स्वरूप हे व्हा यह समद्यना यादहिये 


कि पटे रय को स्थिर मानताटके वासे तथ के भीतर सान्वयं निकाला 
गय फिर इसमे यःरुको स्थिर सान, तारके वश खे गः के भीतर सान्तचर 
का मान निकाला गया फिर इस क्या ताय के क्श से आ के भीतर सह्तचर 
का मान निकास गया हे | इसे चिशुणचर कहते है | 

ध्देपक्रम से फ(य,रुक)^ल^२८^य८^दस सोचे से जो शरेहि बनेगी 
उन करा (रोप्रकमसे यदि योगक्रयोतो वह 

,^* ब. /^ ए(यःरःर)ताङृतार्ताय इसी के समान होगा । 


विदयाथया को चाहिये कि श्रियो का रूप एर कर उनके योग पर से-परस्पर 
सव की तुखना कर अपना मन भरर । 


यहा पूवं युक्ति से भ्रसिद्धहेकि थ, ओरतय,र षे फल, घ ओर ग केवर 
य के फल हो सकते है परन्तु क ओर अ सर्वदा सिराङ्क दी रहेंगे । 

६७ इस प्रकम मे कुछ उदाहरण दिखरते है । 

(९) .^.^ (य+ र + रपतायतार इसका क्या मान होगा । 


१२८ चऋटरारिरूटन । 
यह फ(य,र) = य + र +- र 


दसं दि 








चिर /7 / -य(^ य ६ [यर र रः 4 
फिर.^.^ फए(यःर)नायतार = „८ य (र +र +र तार = य| --- -+--- + 


३२“ रइ. 





यक्रा स्थिर मानने स 
ग रय रय 
टस लिये स = = + --- ~~ --- 
द ९ 1 


या यदि. /^फ(य.र)तारताय इसका मान जाननाहो तो पट्टे 


# ( 8 > र र भ स्थ ५ 
/^"फ(य,र)तार = ^ (य +र --रतारन्यर+ दर + द भ्यकास्थिरमाननेसफिर 


२ 
.^.^फ(य,र)तारताय 
| ना यर रय, रः 
ष ॥ |( य+ र ¢ ~ „ॐ त यह दूसरा स 


हुआ ! दोनौ स्थानो मे स्थिरा छोड दिया हे । स्थिराङ्क छने से पटे 


^ फ(य,र) ताय = ./^( यः+ र + रः ›ताय = ~ +र्य~+र्य+स्थि 


प्ठिर.^.^फ(यः,र)तायतार = .^( च +-ग्य+-र्य+स्थि) तार 


ग्र गय र. बश रय 
न दर +स्थिर+स्थि,= ् ह +पती(र) 


यह सका मान दहुभा। 


न. # £ द 
फिर./^फ(य,र) तार = /^(यः +र + सनता = यर + द + इ नथः 


म, ॐ ( ४ २ [क 
ओर .^.^ फ(य,र)तारताय = ./^ (यर + न > = स्थिर) ताय 


यष्ट र्य रभ्य यभ्र र्य रभ्य 
से र + सखिः स्थिः र्‌ + इ 
दस लिये दोनो स का अन्तर फी (र) + फा(य) यह हुआ । 


(२) .^./^फ(य,रोतारताय इस का क्या मान दोगा । 
यदि फ(य,र) = ज्यायर 


पा (य) 


यहा ,/फ(चर) तार = .(ज्यायर तार = -- कोच्यायर । 


द्विगुण वा चिश्ुण चखनयन | १२९ 
गीर ./^./^फ(य,र) तार ताय = -- .^ -कोज्या(यरताय 


= /कोल्यायर तावर -_ ,/'कोन्याक्ताट , यति 








र , यदि छ = यर, 
परन्तु 
र्‌ <~ ख ४ ॥ ट _ टः ~ = १ 
कोञ्याक ` |° (४ | रा 9 
9 
छ ल ध "2 
टस स्ये 
भस्‌ २ । त $ \ 
कोज्यारुताट कोञ्यायरतायर लः ल खः 
ह. यर न 
२.५५ ; ५.५९ 
रः य स 
= ~ सायर + र ~ न से - “५ यही उत्तर इभा । 
क 1 न 
(३) (र)उदाहरण मे./क ^ फ(य,रोतारताय का क्या मानं होगा । 


नि 


। 3 उयायर 
(२) उदाहरण से -^फक(य,र)तार = - "--- 


4 गिङ र 
दस दिये ^ फ(य,र )तार = - 2 न 


य 
< $ कोऽ २ र 
स ये./ .^ फ(यःर)तारताय = शः क र~ "य्‌ + 


क, 


क ५ क <... ६ 

ओर ./*क. /१ फ(य,र)तारताय = ॐ व 
अ ० 2 ` 3 ॥ ^ 
यही उत्तर इ । 

(४) ८.८ +प्ड+र"ल्ताङतारताय इस का मान जानना चाहिये । 

यदह .^इय+र+च्ताङ = इष +ए+र,य, ओर र को स्थिर मानने से 


इस दिये १ ५. सतु न्द्र स्य~+२ र--द्‌य+र | 


+ य+""+""ताङतार ९ २२ तार- 6 इ. "्तार 


॥ 
&. 


६२० च टखराटिकखन | 


स्य+रर 
दू ५ 








~ -- इ1+. इस {ट्य 
=. ^: , श्य + 
| | ववदू++र ताकतार = ट ~ = -४१+इ = ~ - ६.६ 
1 य (-यनरन्य रन 2 
जौ लय ("वगय र" "लाटटनागताय = ~ ---+द्‌ 
ओर ८ ८ 
© > 
दसं लिये 
| क. हि (र +य +२ “"तादल््तार्ताय भ ः नक ‡ टु 1 ~ र ~ ट -- 


= ‡--- 3 इ ५+ इ यही उत्तर हुआ! 
(५) यदि फ(यःर) = (य +य) (रः +र) 


वा (घ्‌ ४ 
तो ४ | फ(य,र)तारताय इस का क्या मान होगा) 


५. £ क ओ 
यहां  [ फ(लरतार = (यः+ य) | = 


५4 


# | 


ध . १. (अ, 
| फ़(य,र)नार = (य +य) > ध ~, 


> 
५) 


; (4 यः य | | 2 --गः , भ्-गः 
फ,५य.रतार ~य = [-ब + --- ------ ~+ -------- | 
फिर | (व) ३ ८ द 


इस चयि | 1 फ(य,र)तारताय 


क.--अः , क--अः ~ [धघ'-- रः , घ ~+-गः 
[त =] [>=] 


व > ४ 
। (य + य)ताय > 1 (रः + र)तार इस के तुस्य हाता हे । 
1 ग 


अभ्यास के दिये प्रन | 


--------------------- इस का सान क्या होगा ¦ 
९८ (अ + य९८ ग-कयः) (कथः + य९८ ग-अ) 


अभ्यास के लिये पदन । ९३९ 
यहा र = ‰+कय कल्पना कयो तो चट का मान कोज्या ' -----~--- 
(ग + ४अक) 


२। 1 २(म - १) स्पयताय इस का क्या मान होगा । 


९+मस्पय 
उ० खा ( कोठ्या + मज्याव्य } 


य ₹ य 
। विद्ध कये पि | ~~~ ला --------------~ 





५। सिद्ध करो नि | ~-यव.ताय = खा ज्या (2+य)--य 


[| 3 
[कर्त कि ४ ४ वि ई 
५। सिद्धकरो कि नुद = ज्या > (मानो किर = यर) 





[ 


६। सिद्ध कसो कि 
छअप्ताय यः+ अय ~अ, २ _ -१यञअ\८३२. 
2 ~ = त) 
य्‌* + अभ्यः +अ य --अय~+अ ५८३ अ --यः 
७! सिद्ध करो क्रियदिष => ओरन्‌ = °्ण्तो 


{ उ्याषज्यारषञ्यारष ` - ˆ ` ज्याष (न-१) } ज = 
८ सिद्ध करोकि यदि ष = ‰ ओर न = अनन्त तो 


{ स्पपस्परषरस्परष - - ` ` स्पष (न-९) ¦ न = १ 
९। सिद्ध करो किं यदिष=सओरन= त्तो 
कोञ्यापकोर्यारषकोल्यारष - * ` ` कोल्याष (न--र) 
= ज्याषञ्यारषल्यारष - - ` - ज्यापषर (न--९) 
१० सिद्ध कणे कि यदि फ(यः,र) = यरकोज्ययर तो यदि स्थिराङ्क को छोड 
द तो फ(यः,र) --.^.^फ(यः,र)तारताय = कोज्यायर (यर + १) 
९९। सिद्ध कयो कि यदि! *फ(य)तपय = १ ओर फ(य) सर्वदा धन हो तो 


{ ८ ` फ(य)कोञ्यागयताय ; °+ { ^ - फ(य)ज्यक्गयताय (4. 


यहाँ (रोप्रक्रम ओर (४०)वें प्रकम से पटरे सिद्ध कसे कि 
` फ(यताय = (अ--कः) फ़ { क +प (अ-क) } = 


ट्स द्ये { फ(य) ¦; वताय = ‰( -फ(य) फ़(य)ताय = 


# 8. 
41 
४ 


चट राचिकल्यन । 


= फः, क +प (अक) ¦ .८'चफ(योनाय फः करप ( अ--क्र) 


< 
ओर .^* कोञ्याःगयताय = 3 . ^ कोज्या गयनायग 
त त्‌ 
१ {गत्र ग्‌, ज्यारअग-उ्यारगक्‌ | 
म्‌ र्‌ मू ~ ४ ५ ५ 
~ व अ यर ञ्यारगय ५ ( 
(क्याकि .^ कोञ्या गयतायग = + + ` “इस ल्यियं 


^ ˆ ' फ(य) : ` ताय >< „^ "काञ्यागयनाय 


41 


| <~) यार अग-त्यारगय 
= फः ¦ क + प(अ-क) ¦ । ---- + ध ५ 


गरदः ^ जफ(य) काञ्यागयतायः' इस स वड़ा हागा (ज्याय करर प्रदन स) 


ल 


(कन न ५ द ५ रा [न र 
इसी तरह .^ ज्यागयतायनत्रुं ^ स्यागय नायम = ---- प्र 


¢ 


> /"-भलयः ९ { _अग्-कग्‌. _ ज्यारभग-ज्यारकग 
नू / 


। 4. ~ 
दियं 


„ भ छतः 6 
दस टये | ¦ फ(य) ¦ ` ताय > | स्या गय ताय 


४ \ 


कै, ॥ 
ॐ 


| ह १ भ~व उयारश्रग~स्यार्कग ` 
फः ¦ क + च(ञ-क) ! । ----- ॥ 0 +. | 


ध "१ ॥ ् 
यह वड़ा होगा 1 | फ(य) स्या गय तायं | † ट्स सं। 
४.1 | 

= 


ओर तव दाना कायोग ८फः) क + प(अ--क ; { अ-क। =? यदहवड़ा 


५ | अ < 
होगा {| | फ(य) कोस्यागयतायः + ; | फ(योज्यागयताय,* इस से | 
्‌\ ५ 


| नि 
१२। सिद्धकरो कि यदि ॥| फ(य)ताय = ९ ओर. फ(य) स्वेदा चन हा तो 


ध्म 
| यफ(य) ताय 7 1 यफ(य) ताय 
पी | पी 
६८। चङ्यहिकरख्न अव समाप्त दो गया । पिद्छछे अध्यायो में जो अनेक 
सिद्धान्त ओर उदाहरण दिखा आये है उन्दी का प्रपञ्च सव अगरे अध्यायो 


मेदै। 


अभ्यासं के लिये प्रन । १३२ 


जेस व्यक्तगणित मे परिकर्माष्टक ओर वीजगणित में बर्गधकृति पयेन्त गणित 
मुख्य है आगे सव दोनो गणितो मे इन्दीं का सवच प्रपञ्च हे इसी तरह यर्टो भी 
अणो सर्वच पि सिद्धान्त का ह भपश्च है इस लिये विद्यार्थियो को चाद्ये 
किं इन पचे अध्यायौमेजो कुछ टिखा गया है उन का अच्छी तरह से ध्यान 
देकर अभ्यास कर बिना.उन के जाने अगले अध्यायो का ज्ञान दोना अत्यन्त 
दुर्ट हे । 


इति पञ्चमाध्याय ! 


शूष 
१५} 
8 ३ 


चटरहिक्रटन्‌ | 


॥ 111. 


वक्रश्च का चप्पानयन | 


६९ चलनक्षलन क र्द्व अध्याय सर सिद्ध डे करि यदि किसी वक्र का 


र = फ(य) पेखा समीकरण होतो 4 = ५१ तार देखा होगी 


इस ल्टिये तचा = \. ताय + तारः । य्ह प्रर चक्र के समीकरण पर से 
तचा का सान फा(य) नाय णसा हागा फिर पटे अध्या क्रे बल 
स्न्‌ | लाच =चा~+स्य | 1.8 । = | \ तादय +नतार = | त एप्त (य) 
यह सिद्ध हा जग्यगा | 
च+ स्थि= [ ताय ५५ + --- दन लिय करस्पना कश छि 
जव य = य! तव चाचा! ओर जव य = यञ तव चा = चा. 


~ वि 6. 
ट्स सिये चाचः, ॥ ज ^ ४ 1 
यर 


इस ट्य दो कोटियो के चीचमेंवक्रका जा चाप है उसके जानने के लिये 
स्थिराङ्का कुमी प्रयाजन नटीं कवर यः ओर यजो उनद्धो कोटियो के 


"भष 


भुज हा उन कं वीच | ताय \/१+- ~ इसका मान ठे आना चहिये । 


७०। जिस प्ररवलय (1) .11:11).11) क्रा र^= ४ अय यह समीकरण दे उसके 
चाप का प्रमाण जानना ह । 


~ ६ र अः ५2५ अ अ २ 
यद र = ७ अय" तार = अजर + तार, ~र +य = अय्‌ +य 
ताय र 2 भय 
य+ + ४ 
ह 41 1 [2 |] रताय = (-य "अ ताय 
५८ यः + अय 


# 


ख्‌ +द्‌ ॥ रताय 
----------- त्य + ~~ -\“ य ~+यञ +~ २ स्य ~+ क ६ ~+ 
५८ यः+ अय . ~ ५८य'+ अय प्म # 


(रचे प्रक्रम के (२) उद्रण से । 
दस सिये चा + स्थि = ५८ यः + यञ + चखा(य +य + ५८ यः + अ) --...~ (१) 
इसमे यदिय=०्तोष्े् रखक्षणसेचा-० 


वक्रश्च का चदछनयन } १३५ 
टस घ्टिये स्थि = ३ ख (4) 
इस का उत्थापन (९) मेदेनेसे 

परयदख्य त्न अपि ~ ९८८ यः ~ यथ + र| (य ~~ ् ~~ ५८ यः + अय)- डला २ 


क ग्य ~+ अ+ 9, 
= \८य' +य + चा | +य +य ० 





इस मे यदिय~-अतो नाभीसेजो छम्वय अश्च परदहोगा वह एक भाग 


नि 


मे जहा परवख्य को कारेगा ब्य से हिरः स्थान तक का चाप मान 
२अ + २५८ २अरे न 
+ ४, | अ\८ २ शखा (३ + २५८२) यदह हज 





अ\८२ ~+ लखा [ 
७९। चक्राद्‌ का चापानयन (चटखनकशन सें २८६ परक्रम का ११बां वक्र देखो) 
दस मे--- = ५८ स. (चलनकटन का ३८८ पष्ठ देखो) 
( १ १ ५. 
दस लिये तचा मचा ( न्क ) र्य ` द्‌ ताय्‌ => ( भ्व ) २ (य) ^ -~ ९८ <कय 


यहा क्षेचटक्षण से जव्र य = °तव चा = गदर लिये स्थिर का मान द्य होगा! 








(| 
७२ जिस वक्रकारल्यय न॑ यह समीकरण हे उसके चाप का आनयन । 
| ' 1 

- \ तर = ~ अय्‌ 1 --- १ 

र=-अयन, . ताय नं नं ` 

१". 
तार मअ ५ 
१ व १ ५ ५ ९ + ॥ न॑ 





| 
अब | त ८ ~ 
|| न ५ १४- जं च इस का मान शयवे प्रक्रम के (४) 
नं न॑ 
उदा्रण मे यदि ~ = टै ।म = १, न = म मानोतो 
ल्‌ 


कनो 








-- = यह यदि अचिन्न ओर धन षहो तो विद्धेत दो जायगा | 
न २(म-न) 

1 श [द (१ [+ मि > न 
अथवा ----- ~+ ~ यह अभिन्न ओर ऋणो तो भी उसी उदाहरण से 


1 


२(म--न) 


२६ चट गाहशिकख्न । 


। 











। [र - = ९ अभिन्च 
२(म-न) 
>. ५ +य 


ण = क 


लं छिये ॥ ताचा = चा +स्थि= | | 


ध 





च्य मे यदिय=०्नतोश्चेचख्क्षणसेचा=० उस लियं 


॥ (क नृ < 


८ 
स्थि = अ > ---~ = ~--- इस का उन्थापन देने स 
२७५अः २७अ 


ह 
३ ८ 


जअ । 
७३। कातम्बसस (2161215) के चाप का आनयन 


क य्‌ च्य तार ५ 
स्स म र~ १.५ (८ ट दस ८ णक द्‌ (क न ग ) 


न \ ( ग॒ ड्‌ ग न = २(@न 1३ ग) 


प | य 
दसलिये | ताय ५ ९ + यं मेः =चा+स्थि = (> ) 


५. 





यदि मूल विन्दु से कणना कर जटा य = ० नो यदहो स्थिराङ्कः दाल्य होगा| 


र ; ह ३ 
७ जिस वक्र कायउ +र: अऽ यह समीकस्ण टदे उसके चाप का 
नमयन | 





न, । 1 ५ न क = [कर 
इस लिये च = जञ || तायय उ = अय्यञउ+स्थि 


यो य = ° उख विन्दु से यदि गणना करे तो स्थिराङ्क दन्य दोगा । 
चकितघ्त्त का व्यासाद्धं यदि स्थिरतरत्त के व्यासाद्ध॑का चतुर्थादादह्ो तो 


इस वक्र को एक प्रकार का अतिचक्रालद काते हे । (चलनकलन मे २८६ प्रकम 
का १२३ वों वक्र देखो) । 


वक्रक्षे्ौ का चापानयन | १२७ 


७५] ६९. चे प्रक्रम स यह भी कह सकते हो कि यदि रके वदा से तात्कालिक 


ताचा 


सम्बन्ध का क्ञान करे तो ५/९ तस फेखा होगा } इसलिये 
र 


चा | तार /९ -तर + षि | -*-**-**"". (१) 


इसी तरह यदि य ओर र तीसरे चटरारशिकां फटदहोतो चदनकटन के 
१५३ वें घ्क्रम के (३) समीकरण से 





ताय तार | ~ ४ 
ताचा=चा ताका ~+ स्थि २ 
॥| + | {~ ताका ४ (र) 
फेस टी चटनकटन के १५५ चं प्रक्रम से यदि अक्षीय युज युग्म हा तो 
||श ~ ताश्च | ताप + स्थि ५. 4. 9. 1, -4 # ० + (इ 
चाचा | | ? + श्रः - क | रताश्च + स्थि ५५.1.41 + ( 2. ) 
| ~ ताश्च 
अथवा यदि स्पभ= भुतान्र जँ म, श्रुति ओर स्पशं रेखा से उत्पन्न कोण 


कामानदहेतो 








-ताचा  _& इस लिय चा = |  _ ताष~+स्थि ] 











४ व ५ अ (५ 
लिये ताश्च त | 
आर ताचा = = ; रसाय चान | = -- स्थ 
ताश्च कोल्याभ कोज्याभ 
५८श्र- लः 
चलखनकट्न के १२९ ये प्रक्रम सें ज्याभ न ओर कोनज्याम ॐ ह 
इन का उत्थापन (५) वंमेदेनेसे 
(~ श्चताघ्च ४ 
चा = || व +-ष्श्य, आर चा स्थि... . . (द) 
(द ५८श्नु छः 


यदं भुवविन्दु से स्पशेरेखा पर पड़ छस्व का मान ठ है| 

( चङ्नकटन का १७ वों अध्याय देखो ) 

इन सब पर से जहां जिस प्रकार से चखानयन मे छाघव देख पड़ वहाँ उस 
प्रकार से चापका मान निकारो । | 

जिन प्रकारो मे मूक लेने से ताचा का मान आता है वरो बीजगणित से 


स्पष्ट डे किं एक ताचा का मान घन ओर दृ्रा कण होगा दस लिये बुद्धिमान को 
। , 


२३८ चदरारिक्टन | 


चाहिये कि प्रदन के अनुसार जहां जिस का प्रयाजन हा उसका ग्रहण करे जेस 
मयु भ्य 
७३ वै पक्रम मे कातन्वट्ी के चापानयनमेजो (इ य +इं +>) इस 
कामूटचियादे वह धन मानादहेदसपरसर जाचापक्रा मान आताडेवह भी 
धन आता है अर्थान्‌ मृूखविन्दु सय अक्षम दहनी ओर यदि यका मान धन 
मानोतोर भक्से दहने भागमजावक्रकाभागदह उसकेचाप्र क्ता मान वह 
हे! ओर इसी मे यदि सूट कण मानातो चापक्रा मानपूर्वं हके तुस्य ऋण 
वेगा केसी दामे य, अक्रमे मृट विन्दसे वाम मागमे य ओर र अक्सर 
वाम भागम जो वक्र खण्ड टे उसके चापका मान समञ्चना चाहिये (चलकलन 
मे ८६ प्रक्रम का १३ चां वक्र देखो) । 
७द। त्मरघ्युरिक्‌थिक वक्र के चाप का आनयन । 
क य्‌ 
यहो चक्र कां समीकरण र = अद? (चनक्र, २८६ प्र०, १ वक्र) 
<} 1 कः ५ 
ऊ श्र १ 5 च म 4 
इस सिये तर 0 ५ ७ १९+ तार्‌ 
य॒ क क क ताय 
~. ^ ति [८ | ९ 
ओरचा=ढ .^\८(र +कः) तायदेखो याँ फलठमेर का मान हे 
भर चट ताय के वासे निकाटनादै इस खयि र क स्थान मे जव तक कोई 
तत्तस्य य के फट का उत्थापन न दोगे तव तक्र चलन्ञान कठिन दै) इस टये 
यदा ७८ प्रक्रम कै (९) समीकरण सं 


ताय _क् ताय ताचा _\“र+करः 
~~ अरः , व \ 
ता र ९ तारः तार र 
५, ९ २ ५ चः हि 
ओर चा = | ५८ (र + कतार _ | क - कतार _ | रतार 
र २\८ (र + क) ५८ द्त्क्कमे 


= क-ख क्त्य + ५८“ रक +स्थि (१२ वेंप्रक्रमका२२ वों 
अभ्यास के छिये जो पदन है उसे देखो ) 
अव यहा जो य=०्तोर=अदइसमेमानोकिचा=चा, तो 
चा, = कटा 








अ 3 
क + ९८ अ श ५^ अः + करं ५ स्थि 





इसल्यि -चा--चा,= क.खा र(क +\८^ अ + कर) र + वि 
ति पतन्त्य ५८ रः +कः -\^अ कं 


वक्क्षेचौ का चापानयन | १३९ 


७७ दीघेवृत्त के चापं का आनयन । 


0 


न्‌ 
(१ २ ४ र 
दीधंचत्त का समीकरण, रः = ओ (अ~य) हः ~ 


५। ५, 


(चरुनकर्न का १०९्वोँ घक्रम देखो) 
यहां यदि य = अल्यापष्र ओर र = ककोज्याष मानतो 


त॒ [ क ७५ @ 
र = अकोज्याषः --- = -- कज्याष । अव जपचें धक्रम के (२) समीकरण 
क ताचा चकते २ २ २ (~~ भ 
स ९८ (अकोल्याष + क्ल्या्ष) इस द्ये 


3 ९ 
चां = [ \८(जकोल्याष + कज्यष्व)ताप = अ  [ (कोयं + (रज्या घ)ताष 





(\८( १--इ'ल्याशघ)ताष यदह 


क = ठधुभ्यासाद्ध स्पष = ॐ ---य _। 


अर \^८ अय 
यदह ८ (१--इ “ज्या ष) इस का मान द्विथुक्पद सिद्धान्त से बिना कैखाये 
चख ज्ञान नदीं हो सकता इस लिये पौलाने से 


चां=-अ 1( १-- > इ ज्या - --द'ज्यापर- सदर रडल्याप -- ` ` - )ताप 


यदि ° ओर अके वीचय क मान मे अथवा ० ओर > केवीचयधके माने 


यदि ऊपर के चरका ज्ञान ३५बें प्रकमके खघूकरण [सिद्धान्त से वा १२बे प्रक्रम के 
“वे उदाहरण सरे करो तो दीघेघरत्त के परिधि का चतुर्थो 


ध १.१ शः 
~अ { 1 ताष- | “ज्या षताष- रइ" | '्ल्या-षताष 


ण १ स्या - -- -: | 
ना द ९९ २,५२.७ 
| १- इ सद 3 - १,.१ ‰०ड--" | 


इस का चोगुना करने से यदि पर= प्म = बृहद्व्यास से उत्पन्न चत्त की 
परिधि । तो दीधेचत्त की परिधि 


२२ 
२.२ ९२५ ट्‌ ) 


-य(१- ६ इः 
ध्‌ ( १ 2. चू २ - द २ @ £. 


2० खखरारिकट्न 


इस में यदि आदि केदो पदो का केवरं महण करो आर इः का 
मान वहुत अल्प होनेकौ कारण ओर प्रदो कोशेड दो तो दीधैवरत्त की 


परिधि = प (र - 


द 

| ] ( = कः ) ( त 

द &-इ | = प | ~ अ | | ३अ --कः 

-प || [| ~प | षम 
8 (_ ., (_ 

यो अनेक पकार चना सकते हा ( दीधरघ्रत्तटक्नण देस्वा ) 

७८। अतिपरवच्यय के चाप क्र आनयन । 


: र 
दस का समीकरण र = द (यभ) वा -- - द्र = 1 


(चटनकटन का ११९ वां परक्रम दसा) 
यट यदि य = अचेष ओर र = कस्पधज्सामानोनों 


ताय अस्पपरष तर्‌ 0 9 

= = , "र = करके 
इसलिये ७“ वें प्रक्रम के (२) समीकरण स 
ताचा 


त = ^ (असस्पषकेय + कच्छप) 


= ९८ (अस्प'प + अ स्प प्र + क^स्प"प + रकर्स्पपर + कः) 
= \८ { (अ + क) स्पप्र + स्पप (अ + रकः) + क ¦ 
[अ +कः... , अः स्क 1 
1 ^ ध्र +? / 
५ ए य स्प द स्पध 
९ ¢ + € ५ (~. त 
इसको फेखाने से सवे स्पपर का कोर घात रहेगा जिस के चल का ज्ञान 
२३७ वे धक्रम के (३) उदाहरण से सपण हो जायगा । 
अथवां र = --\८ य अः इसी समीकरण से यहां 





तार ,_ युं " ताचा _{ (कः+ अ) यः-अ 
ताय ज ९८ (यअ `ता 1 अकर) 
[ष्य ~~ अ यदिक>+अ द 
ॐ 
दस लिये 


छ = [९८ य्‌ ताय [५८|| ठः - प तार) { चदिय= अल) 


चक्क्षे्ौ का चापानयन । १४९१ 








= लाट 
५“ टे - ५ 
? १.९१ १ क 9 
४०५ अ ५॥ 0 भ । = [य १ 
= { 9 २) ( ९ ऋ) 2 , थ इ" ५८५. दू } वाल 
{ तड 
~= अ 1 || -------~----~~ ताड ~ ~ |> ( 
' / «^ (ल - ९) २३ 4 ५८ - १ 
| तार २.१.२ | ताल । ५ 
२.५३. ./ र ८ छः - १ २.४.६६. छ ८“ छः - १ ॥ 
ताल १ ५^“ल-? म~ तार 


चद ~~~ -- ~ ~त~. न 9 
ल१\८खू-र२ म~ द) मर. छु \ छर ह 


लघूकरण सिद्धान्त से आदि पद को छोड ओर सव पदौ के चट का मान जान 
सकने रो । 


द इख क > 
उग्र < द -7ल-? क्रन्द ता चर्ख दू ख + 4 ह 
गार रादि पद्‌ -त्ल्र ख टूस का १6 १ यह दहे। 


थ, 


यर्म का मान विषम हे इस लिये सव खण्डां मे अन्ते | 
=\८ छ 


= छे ष्ट यदह होगा 
यदि ० ओर अनन्त के वीच रके मानम चापका मान अपेक्षितद्टो तो 
उपर के छधूकरण सिद्धान्त से 





म्य (आ व अ 
+^: 1 ् ( ॥ न्र्‌ ति. ट्‌ ५ २,८२.६ दू । 
र्‌ र्‌ + द ण ९५. र @ ॐ 9 ) रि = 
~+ २२ ६८ ् ^ यह सद इमा 


(किते 


७२ । आकिमिडिज् के सर्पिट का चापानयन (1116 77231 01 
4.161117160९5 ) (चखनक्रखन मे २८६ प्रक्रम का ८७) वक्र देखो) 


श्रु प 
नन =अ | ७५ परक्रम के (३) 





दस का समीकरण श्रु = अष इस लिये 





तषि 


५ २ 
इसं लिये चा = | ५८ [ध्‌ ध -ताश- | ताष = [५८७ + अ) तापर 


$ श्रु २ 
समीकरणं से रव = ५८1 त | 


१८२ चन्यसदिच्छल्टनः | 


=अ [4८ (१+पोनाप= = २+-प.+ च्छा: प+\. टप) +स्थि। 





यदिचनण्नोचा=-० दस ल्टिये स्थिराद्कक्ा मान्य द्य होगा 
८०। जिस वक्र काश्रु=अ (२ + काठ्याच) यदह समीकरण है उस कै 
चाप का मान जानना (चलटनक्व्य्न क २८५ प्रम का (र) उदाहरण 


# १३ १.) त 2 
देखो ) ग्रहा न = ~~~ अश्या दस्य (स्य 
ताप 
य 1 \. { घ(? + काज्याय) + अस्याप ¦ ताप 


= ख | (२ + स्काल्याप)ताप = | कार्या \ ताप = ४ अन्याय स्थि, 


यदि चाप की गणना वर्स कर जहाँ प=०्ता स्थिरा का मान 
दूल्य होगा । मूख का मान क्रणन्नेसदृसरी दिद्ाकरा चाप 
= --छअल्याप्फेसा होगा । यहो यदि पन्तो ऊपर के आधे का 
प्रमाणः = छअज्या ¶=०्अ ओर ऋण मान से नीचे के आधे का परमाण 
= ७अज्याई = ४अ । 

टस लिये समत्र चाप का परमाण = <अ यह हुआ | 

दरस वक्र को अङ्गरेजी मे क्यारडियाईड ((2141)1"1.) कदुते हे । 

८२। त्दरघुरिध्थिक सपि क चाप आनयन । 

(चटनकलन मे २८६ प्रक्रम का (२) वक्र ग्वा) 


९५८ (॥ (ह श्र ता तर स 
यहाँ र = अदद, इस टि प = क-खा-< ओर ~ 
टा 9... ताश्च श्र 


ङस स्थियि ७५ प्रक्रम के (४) समीकरण से 


ताप नि कथः 


श्रुति का परमाण श्रु श्रुः मानो तो उन के वीच के चाप करा प्रमाण 
( भ्र--ध्च )\८ क्र + १ यह्‌ दोगा छ क ( र) 
चखनकलन से सिद्ध हे कि इस सपमे श्रनि ओर स्परोरेखा से उत्पन्न 
कोण की स्पशंरेखा सवेदा स्थिर कटे रस्ये इसकोणको यदिभक्डोतो 
(९) को (शुर-शरुः) केम पेसे मी छिख सक्ते दो 
८२। अपचक्रारद (01650101. के चाप का आनयन । 
( चङनकटन में २८६ प्रक्रम करा (१३) चक्र देखो) 


वक्रक्चनो का चापानयन । १४३ 


४ 


इख मे चटनकटन से सिद्ध कर सकते हो कि मूक विन्दु से स्परीरेखा 
पर पड़ छस्व का मान 
=ख=(अ+र्क)ज्या ओर श्रुः = अः+४्क (अ+ क) ज्या-प्‌ 


(कभ १। ~~ - 
इस लिये टः = ग ~) जाँ ग = अ +- रकं 


अच ७५ वे प्रक्रम के (६) वै समीकरण से 


नः श्रुत्‌ श्य ५ ~ ॐ ध २ (~ 
न व ०७१ 


परमनीच ओर परमउच् मे जहां कमस अ, अर्क =ग श्रुति हे इन के वीच में 


२. 











ग ० : ~ छः 
चापकामान = अटन्क _ श्रुताश्च _ -\^(ग-अ), ^ स--ग-अ 
५८ ग -शवु ) भ अ 
अ +छअक +कः -अ)  धक(अ-~+क ध 
= अ धकधक -अ- द्ध १ = -धक + क) दस लिये इस का दूना 


<८क (अ~+क्‌) 
यद अपचक्राख्द के पूरे चापका परमाण हे जिस की उत्पत्ति 


चलितचत्त के एक वार समयन अरमण करने से दोगी | 
<२। इसी प्रकार अतिचक्राख्द ( (7०५४५०14 ) के चापानयनमे भी 


टः = -ग यच) ४ जहां गृ = अ ~ रव 


मानो कि गः.८^ अः तो तचा ५८ अ -ग । स पर से पूर्ववत्‌ 
“<अ त, हशर == 7 


\८ अ ४ < न ( ् (~. ५७ 
चा = + ~ ५८ - गः + स्थि ओर चछितचृत्तके एक वार घूम जनमे 
क (अ--क). 


चाप = स्रं 


यदि गः~अः तो पहरे सम्बन्ध को अथत्‌ ष 


५८ ग~ अ र 


४ + क {* ~ फ 
से लिख सक्तेटो । इस स्थितिमेकः7अ तव 


इस के मान को 


(५ ५७ ८ वू \ क~~ 
चछितच्रत्त के एक वार धूम जाने मे वक्र के चापका माणक). यह 


ह्योगा 1 जव अ = रक तव ग=० ओर = ०1 फेसी स्थितिं 


लाच ९ इस छिये चा = श्रं + स्थि । ओर चटितचरत्त के एक वार धूम जाने मे 


१७४ चखरारिकलन | 


यदिअ=कताख= ओर गः = अ, श्रु ञ। एमी स्थिति म _अनिचक्रा- 
श्ट 


टद्‌ विन्दु रूप दोगा । 
ग \ शु 1 । % 'ग--श्चु । अ-ग श्र ५ च ग र 
क 
ग-अ ग--अ 








=  -~.- ~  ग-अः\“ श्रय उत्थापन अ 
= ८ ."\ म-श्वुः =+ य ५- 2. इमम करा उत्थापन धपः 
गअ अ 


ग-अ)\ शुट्‌ + स्थि 





५ 
श्ण 
न) 
भी 


ण्सामीदहा सकतादटे) 

८५। मूरविन्दु स चक्रा के किसी स्पदा रखा पर पड़ लम्ब भौर लम्ब ओर 
य अश्न से उत्पन्न कोण इन दानो के वद्य से वक्र का चापानयन । 

करपना करो किसी वक्र कराना सूखविन्दु नार =र अक्ल, नाय=य अश्च । 
च विन्दु की स्प्रेखा वल । नासं इस पर पडा हृभा छ्स्व=ट आर 
८ खनाय = परदे) 


वक्र मे मानो कि चापकी गणना अ बिन्दुसे आरम्भटहाकरवकी आर हे, 

च विन्दु का मुज =य = नाम ओर काटि =र= वम) म विन्दुसेनार पर पड़ हष 

छम्ब का मूल विन्दु र९ ओर मल? पर व विन्दु से पड़ हुण म्ब का वलः सम्यो । 
दोनौ अक्षो को परस्पर रस्बरूप मान लो । 
र 





जिकोणमिति से, नाट = ख = नाम कोन्याष + बर = यकोल्याष ~+ रज्याष 
(१ 


ओर बरख = च = नाम ज्याष--मट. = यञ्याप--रकोल्याष 


वक्रक्षेषा का चापानयन । १५४५ 


नि ॥ 


५ [न त्र १ [द्‌ भः ९ > 
वयटखनकल्टनं स--कास्पप = तर स््योकिं गणना असेव की ओर हे इस लिये 


ञ्यार्वदेगाव्योत्यो य की गति ऋण होगी । 


| तारः _ ताचा 
५. ? + कोस्प षय ~~ } 1 युपर (क [ष ~ 
स्प = कोष (उपर की युकिति.से) 
ताप के वरा से खक्ा तात्कालिक सम्बन्ध निकार्ने से। 
तार ताय तार 


----- = कस्या _ - - यर ------ 
नाच {ए तार यज्यषि + स्याघ तापं + रकाज्याध 


= कोच्याप ताय + त्या तार ताय ज्याप--रक्तेज्या 
भ्याष न व (यल्याष घ) 


लाय ताय 
= क्यात्‌ ~ - क(ज्याष ~~~ - च = ~ 
ताव ताष ४ र 


एकः वार भर तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 


ताछ ते ता केऽ {र 
----> = ~ ~~ यष + काल्याधय-कौर 
क्त = ( द य-कोज्याप = उ्याधर) 
= -स्याप ताय _ कोञ्याषतार .ताय_ 
ज्याष्च ताष ताय ताष 
= व्या षक्रोकेष -त्य „ कोज्यापर कोस्पष तान ट) 
१ (ञ्यापकोेप + कोज्याघकोक्ेष)-- 
तय = - ताय. ताचा ताचा 
0 - ----~ - ----~ ~ ८ = - ट --~-- 
ता कग ताय ताय 2 ` -ताच 
इस द्ये चरानयन सं 
तट [ट .. | [ काचा ध | च 
19 < ~ | टताष- 1 --~ ताध = ~ । खताष-चा-=च- 
|| तापर श, ताप ताप । अ. 


चा चचा [खाय | 


क्‌ (५ त॒ 
चक्र के समीकरण पर से ओर तयं = --कोस्पष इस से य ओर रका मान 


पके रूपमे आ सकताद्े इनका उत्थापन ठखमेदेनेसे ट भी कोई 
५ तार ~ । 
पका फल होगाफिर्‌ चा= ~+ [च ताष इस पर से चापका मान जान 


सक्रतेले। व करीर गणनाकण्नेसेचा का कण चिह्न क्रोड दिया दहे) 
शु 


२५६ चङखरारिक्र खन । 

ऊपरजाच. ख इत्यादि क्रा परस्पर सम्बन्ध द्विखल्ाया हे वट सव टम 
ने दुचरचार नामक प्रन्धमें लखा) वाद्टाववाध्रकं न्वयि यहं मी ाड़ा 
सा दिखल् दिया हे । 

ऊपर जो ट = यक्राल्याप + रस्याय 


ता 
तष 





= -- च = --यस्याप + रकाच्याप 
यरे सिद्ध हुण है इन परस 
लकास्याप = यक्रास्या प ~+ र्ज्यापकाल्याप 


तार त यस्या व स 
त <्याप = -चयल्याप = -यपस्या षप + र्ल्यायक्रास्याप 


(न 


# ॥ | ॥ ष ५५ 
अन्तर करनं स टर-क्स्याष-स्याप ~य | 
ताप ( ¢ ) 


~ - ताल ॥ 
दसी भका ल्ट ज्याप्र + कोञ्याप~ =र | 
यदि एक पसे वक्र का ज्ञान करना हो जिस कं चाप परस उदि 


| खताप दस क्रा कान्‌ अपेक्धितहा जहां कोदं पका पफरटहे तो (२) 


समीकरण स स्पष्टे क्रि ठ, काञ्याप्र, स्याप्र, आगर 





टेन सव परस उम 
चक्र का भुज, भौर काटि विदित हा जँयग । 


दसी क्षेत्र मे यदि वक्रजातीय वृत्त क्रा केन्द्र ग ओर व्यासाद्धं गब =चि 
माना ( चदलनकटखन क्रा शऽव अध्याय देखो) ना चटखनकटन क २६८ 





ओर १७१ प्रकमो स, वि =श्रु -ताय - वचा, इस च्थि-वष्ट =श्रु ताद्व 
छ ताप ताप ताचा 
ओर च = श्चुकोज्या ८ नावर्‌ = --श्रु =. 
ताच 
तख 
इसलिये -- च = ल्द, 


ना विन्दु से वक्रजात्तीय व्यासाद्धं के उपर नात लम्ब डाले तो स्पष्र 
हे कि नात = च = बर 1 ओर वक्र के परति विन्दु के भिन्न भिन्न जो यक 
जातीय वरत्तकेन्द्र होगे उन पर गये इए वक्र अथात्‌ अवलूत ( चरन- 
कने का १७५ वो परक्रम देखो ) के साथ नात का वैसाही सम्बन्ध रदेगा 


वक्रक्षेन्नौ का चापानयन । १७ 


् [क [क र. ~~ [न 
नखा कि च विन्दु के साथ बल अर्थात्‌ च काटे) यदित विन्दु का 


अक्षीय मुज युग्म ठं, ष मानं ओर तग = चं तो 


1 = 
शीर गतं = वं = ~ = 
ताष तष सष ताव 
क्योकि अवरत करे क्षण से गव रेखा अवदत की स्पशरेखा होगी 
ओर वचि चन +तग ~ल ++ ता. 
ताप 
~ _ ताचा ~ ताया तट 


परंतु ति = 





› इस ट्य ----- = ट ~+ 
नाष 


तोष तषि 


॥ तट ए 
आरः चा= 1 च लाप + यदी पटर मी सिद्ध इभ था] 


यदि प्रत्येक स्पर्रीरेखाओं के उपरना चिन्दु से लम्ब डाले जार्थे ओर 
उन ङ्स्वमूटों मे छगाकर पक वक्र करं ओर इसके ठ विन्दु पर जो 
स्परोरेखा होगी उस्र पर नाचिन्दुसे जोङम्ब पड़ा उसको ठः कहो तो 


हि फ रि ४ र कि ५ 
चखनकटन के ९३९१ वें परक्रम से -~- = -- + ९. .-ताख- (कयौकि इस वत्र 
ख छः ` छ ` तोष 


+ तरख म त ध ४ 
कीं श्चुनि नरह) इसमें तके स्थान मे-च का उत्थापन देने स 








् 


[भ रै “क क 
इसलिये ल! = -पु यद पक चमत्छृत सिद्धान्त उत्पन्न होता हे ! 


उपर के क्षेमे अ विन्दुसेव की ओर जव चा~-चाःतोच = च, ओर जव 
चा = चाः तव च = चर पेखा मानो तो 


घर्‌ 
चर्चाः +च- च, = 1 खताष यह उत्पन्न दोगा 
घु 


जहां चा. र्‌ चा, सम्बन्धी षर ओर प, डे । 


भुव स्थान से किसी षः मे यदि श्रुति का मानश्रुरओरच का मानचःहो 
तो स्पष्टे कि श्चुति नियत अश्च के चारो ओर धूम कर जव फिर अपने पले 


२५८ चलगडिक्रल्यन 


स्थन पर पहृचगी तव प्रका मानप-=पः~+स्प् यह आर श्रु-च=्श्ु,। चञ्च, 
एसी स्थिति म जो सीमित वक्र होगे 


ध, ~+ २7 


उनके परिधि क्रा मान = | ल्नाप यही हागा। 


ध 
८५। ८४ प्रक्रम क सिद्धान्त क्री व्याप्ति दिषान क्र चयि दा उदाहरण 
दिखाते दे । 
( ? ) माना क्रि अनवक णक दीधवत्त का चतुधा जिस क्रा केन्द्र 
न, वरहद्यासाद्धे नअ =, टधुव्यासाद्धं नक=क, व चिन्दु की स्पदौरेन्बा 
त्वम ओर उस पर केन्द्रसे पड़ा टस्बर नटन्टदे नता न क्रा मृश्टविन्दु 


माननं से इसका समीकरण ~~ ‡ त्रः = १ यह दोगा । याँ यदि 


^ लखनस = पः ती ८८ प्रक्रम से ट = यकोल्यापर + रस्ग्राप | 
च्य = च = यल्याप-रकोल्यापषर | 








+ ५ र अ ~. य क 
आर ~> = स ष = ता वओ 1 --- 
क अः" `क ताय अ ताय र अ 
(१) 
गौर वटं = यकरोञयाष ~+ रज्या = ज्यापर ( कोस्पथ > --- +- २) 
= ज्याषर । = फीस्पेषध ~+ ? | ००.  * (१) 
{4 ञअ | क 2 
परन्तु यक = कोस्पप ." . यक. = कोर्प्ध ! -यु_ =-अकास्मष 





(कः! त 


वक्क्षे्नो का चापानयन । ०९ 





र 
नौर = -ग य्‌ न । पक मे जोङ्देनमे 
= ॑ 
क_ _ अकोस्पष+क 
ङ क ॥ 
मूखलेने सेक,“ ट्‌-च्वे-कास्प्प- ` ` ` ` ˆ * - * घ्य) 
1 र 


\“ १ + (र-इरे-कोरसप प 
इस का उत्थापन (९) मेदेनेसे 





कि (8 काव. 
\. २ + (९-द )- कोस्पप 


= ज्याषक९.“ { ९ + (१-इ)-! कोस्पप ¦ 

= अ\८ ९ + इः ५“ ¦ ञ्याघ-इज्याघ + कोस्याच › = अ~ ¦ १-इ ज्याय ¦ 
अव अ, ग्ग न 

अव ५८ (१-इ याष) इस दख पर सं 


अव + वट = 3 | \.“ १- ट ज्याप 


चक्र मे व चिन्दु पेखा कल्पना कर जिसका भु=य = अज्याप 
ओर. कोरि = र = ककोञ्याष तो ७७ व प्रक्रमस्े 


कत =अ | ५८ (२-इ ज्या ष) 


इसलिये अव + वट = कत यह सिद्ध हुआ | ˆ ` * - - * (अ) 
ओर च विन्दु का भुज यदिय नतो <ध्वेप्रक्रमसेखकेस्पमेय 
तषट = 2 
= त कोज्याष- ~; ल्याप = अकोन्याप,.^ इज्या + ~ वाव 


था, द ४ 4 9 
(१-इ ज्या ष) (क) 
तार _ अड उ्याषकोञ्याप 


योकरि यहाँ बट = च = -- -~<- - 
(क } तात्र 7 (र्‌--द'ल्या्ष) 


चल के मानम (क) करा उत्थापन देने से 


॥ # ५, € वचल्टरारिंक्टखन 1 


चल = इ यस्या । दसी जगह यदि नके मुज क्रा य = अज्याप 
दस का उत्थापनदंता 


| 
चल ~~ इष्य पर सनं ओर (अ) केरूप्‌स्मे 
ॐ 


2 
त अन = चल = क ` 0 4. ०, =. & = ४ = = (ग) 
स 

ट्स सिद्धान्त क स्यागनानी (12418111) ने निकाला है इसस्मियि 
उनके आदरा्थं इस प्त्यागनानी का सिद्धान्त { {21211115 {111९7 } 
कते है| वट का मान चलनकरलन कै शर्वं अध्याय मे मी इयल्याय 

यह निकाल सक्ते हा । 
अ -अञ्या्प _ अय 
?-्ञ्याप इभ्यं" 


8 





(क) कावर करर दने सें न्य 


कछरेदगम कर समरोधन से 
~ (द ८/6 (¢ 1 +. ५, 
द्ष्यधय--अ (यः+य)+अ'-० इस से यह सिद्ध होता हे कि 
यके स्थान मेय क्राौरयं के स्थानमेयका उत्थापनदरेनेसेभी 


२ { 
पूववत्‌ पलट उत्पन्न होगा । इस लिये कव--अन = ---- यह मी सगा 





म्रानो कि किसी अतिपरवख्य का कन्ध न, अ हिरःस्थान) वटं व विन्दु पर 
स्पशरेखा भर इख पर न से पड़ा छम्ब नङ है । 

यो पर भी यदि ८ अनट नपर नन्ता (१) उदाहरण 
के णसा सिद्ध कर सकते दो कि 


चरु-अव = म [\८ १--द ज्याष) ताष 


वक्रक्षंजा का चापानयन ५९ 


चलनकलटन के १२बे अध्याय से अतिपरवख्य के अनन्त दूर की स्प 
तार्‌ 


र्ता अथात असीमपथ निकाटो तो उस समय = इख लिय 

उस स्थान मे प का मान अ, का ती कोस्पथः = - = \ ` इ अलि- 
परवबल्य के टक्षण से उस समय अ स्थान से अनन्त दूर तक जो अतिपरवल्य 
काचापदहो उक्षको नस्थानसे असीमपथजो हो उसके मानमंघटा देनेसं 


५ ५ ् प ७ 
रोध = म | ^ (१-- द ज्या ध) ताप यदी होगा । 
© 


यह रोष वही हे जा ७८ पक्रम क॒ अन्तमे सिं दभा हे क्योकि उस समय 
अड यह असीमपथ ही का मान दोगा | 

८9} प्रक्रम मे जो सिद्धान्त दिखखाया दे अथात्‌ चा = ब | खाप यद 
लेजेण्ड्‌ (1.4 ८71011८) का निकाल हआ है (5८८ (121 ५८५ [गध161} 015 
{111710८8} 

<£ अति परवख्य के चाप का मानं जानने के लिये स्याण्डन का सिद्धान्त 
( {2106118 ({[द्०ा ला 011 3 पि. {€1001;6 ८५16, ) 

अतिपरबर्य का कोद चप कोडदो दीघचरत्तोकं चापसे परकारित कर 
सकते है! 

किसी त्रिभुज मे जां आ, का, गा काण ओर उन कः संमुख मुज, क, ग 
है सररुत्निकोणमिति से स्पश हे कि 

ग = अकोल्याका + ककोञ्याआं | = ** *" ** ** "+ १) 

मानो कि हिरःस्थान का वहि्गतकोण गा=आ~+काटहे। ओरअ, कदे 
भुज तो स्थिर ओर वाङ्गी सब अवयव तिभुज मे चल है 
तोगा=आ~+का ओर ता + ताक्रा= तगा इससे (१) कोशगुण देनेसे गतागा 
= (अकोल्याका + ककोज्याञ) ता + (अकोस्याका + क कोलञ्याभ) ताका चल- 
ज्ञान करने से 


 [गतागा = | अकोस्याकाताअ + | ककाल्याभाताका + २अलज्याका + स्थि 
वा सररतरिकोणसिति से 


[५८ + क + रजकक्रोजञ्यागा)तागा = 1 ५८ (अ-- कल्या) ताञ 


२५५ न्रत्सराष्िक्टखन) 


|\ (क --अल्याका)ताका + रजञ्याका+स्थि `" ˆ ` ` `" ` ४८६) 





परन्तु \. (ज +कः + अक्र काल्यागा) 
व. (आअ--क) ज्याः (त (अ +-क्छ) काञ्या -.- , 
इस स्यि (२) क्रारूप 


= = च ११ (६) ् ग्‌] ॥ 
[\ ^ ' (अक) ज्या +(अ+क) कोञ्या~ट्‌ , 
| \ (आअ--कलञ्याआ)ताा + 1 ९.८ (क --अ ज्या का)ताक्रा 
+ २अस्याका + स्थि 
समे |¬} =२-- इज्या ~त ज्याप। 
+. अकं 9 छ 


=. 1 ज्याथा=ज्याप, | ~= इ> । ञ्याका=ज्याःप्रः कल्पना करे 


>. % 


२(अ +कः) | ९.“ (१--इ ज्या घ)ताप 


= ॐ ९ (९ + इज्या परताप +कः ॥ ९८ (१ ~ इज्या प्रर)तापषः 

+ रअज्याका +स्थि- ˆ ˆ ` ` ` (३) 

रखा गरहा वाये पश्च का चरु उस दीर्धचृत्तक द्विशुणचापका प्रमाण हे 
जिसका वृदब्यास = २ (अ +क ) ओर दहनं पक्ष का प्रथम चल उस दीधेदृत्त 
क्रा एक चाप है जिखका च्रह्यासाद्धं = अ ! दोनोमें क्रमसे इ ओर इ९ उपर की 
करना से निष्पत्तिमान दै । (७७ वँ प्रक्रम दखा ) इन दीनो कं अन्तर तुस्य 
समीकरण से दहने पश्च का चरू होगा जो क्रि < वें प्रकम के (२) उदाहरण सते 
छक सरल रेखा ओर उस अतिपरवख्य के चाप के अन्तर समान हे जिसका 


छघुव्याख = सक ओर निष्पत्तिमान = र यह दे । 


इस पर से किसी समय मे ८५ वं प्रक्रमके (२) उदाहरणसे वटका मान 
जान कर ओर रअञ्याका के ज्ञान से दोनो दीधेचृत्तो के चापो पर सं अति 
परवख्य का चाप जान सक्ते है । ` - 
जव सरखचिकोणमिति से स्पष्ट टे कि 
अज्याका = कञ्याआ । गा=आ-+-का 


= 


१७८ 
हि. 


४ 


वक्रश्च का चापानयन । 


इसलियं आ ० स देकर प्तक जव पर्हुचगा ता गामीण से स्कर 
प तक ॒पहुंचेगा । ओग अल्याका = कञ्याथा करे नियम से उस समय का 
० टेकेर अः (जरह अ, =ज्या*‰) तक पहु कर फिर घटने घटनं 
० तक आजायगा । णेसी स्थिति मे ककोञ्या ओर ताका दोनो 
ऋण होगे इसलिये ककोल्याभा ताक्रा सवेदा धन ग्हेगा तव मान्त 


चलखानयन से (३) का रूप 


२(अ+क) {3 \.“ (--इ स्याप) ताय 


4 ध ह न 
= मअ 1 = ( ?--इः ज्या चरोताध, + रक || ' (१--उःज्या प. )ताप- 
` ५ 


पसा होगा । इसमेदाका भागद्‌ कर समसाधन स यह दिखदखा सकत दा कि 
अतिपस्बलख्य का अनन्त चाप ओर असीमपथ का अन्तर दा दीर्धन्रत्तो के चत 
था परिध्यन्तर तस्य हे ! यह भी स्याण्डेन (1.1110€) की करपना है ! 

८७ डाक्टर भ्रव का सिद्धान्त ( 111८०ालाा 0 [21. (12८5 ) कर्पना 
करो कि एक नाभिक दो दीधे्त्त दै। बङ्‌ दीर्घवुत्त क परिधि मे कोड 
व विन्दु ठेकर छोटे दीर्ध॑चत्त पर वहां से वर, वर॑दा स्प्ैरेखा डाटा 
ता बर ओरवट के योग मे दीर्धचत्त का यय॑ चापच्यादो ता रोष 
सवेदा स्थिर र्टेगा 

व विन्दु कौ अत्यन्त निकर वड दीधेवुत्त 
म एक भ विन्दु कस्पना करो ओर वहां 
से छोटे दीधेवरत्त पर भत, भतं दो स्पर्दा- 
रेखा खींचो इन दोनों का पटरी स्परी- 
रेखा मे क्रमसे दौर द्‌ विन्दु पर योग 
समस्य । वर॑ पर भन ओर भत पर वन 
रम्ब समा । 
देखा दानो दीर्घघरत्त एक नाभिक है इस 
लिये कीषेचृत्त खक्चण से ८ बभन = ८ भवनं ˆ. वनं = भन 

ओर वर = खद्‌ + दन = रद्‌ + दत + तन = टत + तन = खत ~+ तभ--भन । 

इसी तरह वटं = बन + तभ--टतं | 

दोनो के योग्‌ से वट + वटः = भत + मतं + टत-रंत्‌ | 

च्‌ 





२५७ | चटखसरहिकटन | 


दानो मे ख्यं चापका घटा दने से वर + वरर = भत + भत-ततं 

अर्थात्‌ च विन्दुयदि मपरदहा तोभी ज्ञप वही र्हतादहे। इसी प्रकार 
थोडा थोडा विन्दुभो काटा हया सवत्र दिखता सक्ते हो कि रो एकः 
ही रहेगा । 

८८} दसी तरह यदि एक अतिपरबटख्य ओर एक दीधेचृत्त दोनो एक 
नामिक हो ता अतिपरवख्य क किसी चिन्दु से जो दा स्परारेखा दीधेदत्त 
मै हौगी उनका अन्तर स्पर्लरखान्तर्गत अतिपरवसख्य ओर दीधेचत्त 
का जो सम्पात चिन्दुदे वहां स॒ दान स्पर्लं॒विन्दु तक जा दीधेचरत्त 
केदो चाप दोग उनक्र अन्तर तुस्य हाताह। क्योकि र्हा भीजो ऊपर 
की क्रिया क्म ना वर = खद्‌ ~+दन = खद ~+दत-+ तन = टत ~ भत ~+ भन 
इसी तरह वर॑ = रदं + नद्‌ + वन रद्‌ + तदं 
+ मतं + वन = रंत + भत + चन 
दानो का अन्तर करने से (वरट-वरः) = रत- 
र॑त॑ + ( मत-मत) ओर रचा--ख्चा=थ 
= रत + तचा--(रनं + तचा) 
इन दोनो का अन्तर करने से (वर--वर) 
--अ = (मत--मत॑)-(तचा-तचा) 
दसी प्रकार भ को बदलख्न सेदो दा पक्ष 
समान हाने जये अन्त मै जव माचा कं पास आवेगा तव स्परे रेलान्तर 
ओर चापान्तर दोनो रान्य हो जोँधगे इसद्ययि (वर--चर)-- (खचा-- रचा) 
= ° अर्थात्‌ वट--बरः = रचा--टचा । 

यदि दी्धेत्त के परिथिदहीमे के विन्दु छेकर अतिपरबख्य दी प्र दौ 
स्प्सरेखा उरी जाय तौ मी य्ह पर यदी सिद्धान्त दीक ठहरेगा यदि दोनो 
स्प्छरेखाये अतिपरवद्य के एक ही शाखा पर हा । 





इस पर से असीमपथ ओर अतिपरवख्य का 
अनन्त. चाप इनका अन्तर सरखरेखा ओर अतिपर- 
वलय के चाप रूप मे प्रका कर सकते है । जसे 
कर्पना करो कि अचा अतिपरवख्य का असीमपथ 
केतद्‌ है ओर अ विन्दु कीस्परीरेखाअतदेत विन्दु 
मे लगाकर अति परवख्य के साथ एकः णकनाभिक 





चक्र्षे का चापानयन । २८/५ 


दीर्थवत्त वनाथा तेः ऊपर के सिद्धान्त से अनन्त दुर पर तद का स्परोरेषवा 
समश्य खेने से तद-अत = चादचाप-अचा 

केत + अचा इसको जोड़ देने से 

तद्‌ + केत--अत + थच = चाद + अचा--अचा+केत 

अर्थात्‌ केद्--अत + अचा = अद--अचा + केत 

समरेधन से केद--अद््‌ = अत + केत--र्अनचा 


इसलिये केत जर अतके योगम दूने अचाको घटादेनेसे रोच असीम 
पश्र ओर अतिपरवदय सम्बन्धि अनन्त चाप का अन्तर होता हे यह सिद्ध हुआ । 

८९ । डिकारंसर के आवल ( 0५41 °? [€<5५1८३ ) का चापानयन । 
इसकी दोनो नामी ना, ना है 
नाभीसे वक्रके किसी चिन्दुव 
तक जोरेखादहे उन मे तश्र 
+ द्‌.श्ं = न.ग यह नियम है जं 
तद्‌ ओरन स्थिराङ्क ह नाना = ग, 
नाव =श्रु । नाव~=श्रुं यँ यदि 
८ बनाना = घ तो सरख्तरिकोण- 
मिति से 
रः = श्रः ग--रश्रुगकोञ्याप 


र [न त | 
द्‌ 


ध | नग --रतनगश्रु + श्रुतः ] 
हः 


छेदगम ओर समरोधन से 
श्रु (द--तः)--रश्रुग(दकोज्याष--तन)--ग (न - द) = ° 


२ त 2 2. 
वा॒श्रुः-- गव जाय--तन तन) . ग(न_--द्‌) 


त्‌ द्‌ ~त 





र --द्‌ः नर प्रु ग १ 
थवा शर--रशुग तन द्‌ कोज्या + (९. 
त -द्‌ त -द 


इस मेंयदिग तष ोश्पाष) = धः 1 भौर 
"1 


¢ € (र 
^ + चअरखरा(रच्छटन्‌ । 


गन -द्‌ ~ 
19. 
~ 


ध्रु --र्यन्ध्रु+ अ =० -* “~ (१) 
दस परसेश्र=चः+-\वन--आ वानाव.=वः+\ प.-आ । 
नाव = पः -- ५“ चः--आ इस से सिद्ध दोतादेकि यदित, द, न सम्भाभ्य र 
अतुस्य संख्यान 

इस वक्र मे दो आवल होगे णक बाहरमे ओर दूसरा भीनरमेंरटेगाज्ञेसा 
करि इस स्सेत्र मे देख पड़ता हे 

अव यद (९) का तात्काटिकसम्बन्ध निकाटने स 





श्न ९ प्र, ९ 1 धर 
तार. (प ५ --------- जहा प्र # ०२ त 
ताध चु \ पः-भा +. 


इस पर स 
ताचा , ९ _\. प, +प.--आ 
ताप श्रु (त्मा) 
प्,\.८ (षः + प्रः-आोनाप 
\ ˆ (षः-आ) 
गह (८4 । [क ् ७ (~ ५ यं च, [ष्‌ ४५ ५ क, = 
ग घन [चह्न वाहरी भावके घट्टिय ओर ऋण चिह्न भमीनरी के च्य दै] 


चाचा = | ~ | १, (पः + प्र-आ ) ताव 


स्सच्िये दवाना के सजानीय चापा करा अन्तर => 1 ९८८अः + प॑.-आ)नाप 


= २ | ५८. (आ + २अक काञ्याप + क --आोनाप - - - - (२) 


_ ग(तन-द्‌_कोञ्याष) 


रर = अ +क कोठ्याध । 


यदि प्र 


दखा (२) का रूप ८६ प्रक्रम से एक दीरधवृत्त के चाप समान दहो सकता दे 
दस छिये दोनो आव्रलो के सजातीय चापो का अन्तर एक दीधेबृत्त के चाप रूप 
मे प्रकारित कर सकते है । इस सिद्धान्त का रावरंस ने निकाखा है ( 1. \४. 
ि.ण्ला() त, द्‌, ओर न, के भिन्न भिन्न मानौ पर से यही आवल, वृत्त, 
दीषेवत्त, अतिपरवख्य इत्यादि का रूप हो जागा इस लिये आवल को इन स 
वक्रो का उत्पादक कह सकते दँ । 
९.० यदि किसी वक्रक्षेत्न के अनवत का समीकरण मालूम दो तो चटन- 
कलन क १७दवें पक्रम के (२) समीकग्ण मे चलक्ञान के चिनादहीचकरकेचापक्रा 


वक्रश्च का चापानयन । >^. 


क (~ ® ५ | [च 3 = 0 
ज्ञान हा सकता दै क्योकि अनवदूत समीकरण पर से चा-व टरदइसमनजा 


क 


चक्रजालीय वत्त का व्यासाद्धंविदहे उस का मान अनवरतं क भुजक्राद रूपम 
ला सकने दै ओरये मुजकोरि अवलरूनकं भुजकोटिसरूपम अासक्रतद्द्ल 
पक्रार अनवन के समीकरण परसेविका ज्ञानो जायगा फिर स्थरग क्र 


#~ ¶ १ 


वदासेचाप कामान मी चिदिति दी जायमा। 


र 


जैसे यदि उस्र पररवलय को अनवलरून कल्पना को 


{जिसका र = ४अय 
यह समीकरण ड तो चदनकल्न क १७८ प्रक्रम कं | 





अवटूत का समीकरण ८७ अ र = ४(य-२अ): ओर वि = सभ 





१ | ड ॐ ॥ _ 
यह हागा दस स्यि चा-+यअ | 5 | र -टः। यहां चाप की गणना याद 


उस चिन्दु से करे जिस का भुय अर्थौत्‌ उस चन्द सं जा 
करि परवख्य के रिगोविन्दु करे सजातीय हे ना श्च कर देखने सं विदन 
टाता दे कि वरो दस च्य 


व 


५ ४9 वि 1 9 
2 ---~अ ऋण चह ग्रहण कमन सं कयाक्र यहा स्यास्य य च्ट्मा 


य्‌ +अ 1: 
व्योस्यौचामी वेगा इसलिये चाथ "द | रे 


यदि यहां वक्त के रज्र = ४( य--रअ) इस समीकरण पर म 


ता 


~ मानं जान कर चलज्ञान से चपि करा आनयन क्रानामा ऊपर भाया 


इञ मान आजायगा | 


नि 


९१ वक्रक्रे भुजकाटि क्रूप मं यदि चापक्रा मान विद्वितदडा ना 
उस के अनवलरूत का समीकरण जान सकते हं । 


चटनकखन के १७ प्रक्रम के (२) समीकरण से 


तायं | 
ताय . १ ताचा 
य~ य त्वि तायं जहा य अनवद्ूत क्राभ्रुजदह 
1 
समशोधनादि य =य॑न्वि तत्‌ ध 4 ५ 0. 
ताचा 
१ 
ती 2 4 2 9 < 


२९५८ चद्टगलिक्रल्न | 


यदिचौा,यं आओरग्करूप मं विदिनदा सर वक्र करा समीकरण जानत 
{ 
«~+ नल न (~ [9 (१ 
र ता्‌ अरि ॥ 1 जान म्छतदह आर एवि, चा - चि =ख इस समीकरण 
[#1 नार 





समीकरण परस्तं जान जार्येगे फिगडन का उत्थापन (१) ओर (२)में 
देने से अनवल्टृत का भुज काटि जान जार्येगे | 
जैसे किसी कानन्वल्टी ( {11८ (11 11९ ) करा समीकरण 


। 
=] 
र = | (द 1 +ड ५ ) 
५ 
ध 1 ि ग ~ 
ओग चा= > (द दइ ग) य्हदे। 


यहां मानल करि चाप की गणना उम विन्दसे है जिसका भु =य॑=० ओर 
क्र ग अव इन पर स कातन्वटा क अनवदटरूत (10८) का समीकरण 
जान जार्येगे जिस की प्रवृत्ति वक्र के निर्दि विन्दु ( जिस के मज कोटि का मान 
अभी मानलियाद्े) के वहशासे हागी। 

अय उपर्केग् मओरचाके मानसे 


|: 1 
४ (| 


तार ग श ग्‌ ) = 
ताय 
{1 1 
= न्य । 
त-य जद ग) 
लार ५ 
भागदेनेसं 
1 । 1 
, \१। 
9 9 
तचा प तचा 1 


क. 


ओर यदा फेसी ही कस्पना किया ह किचा=०तोवि= ° इस लिये स्थिराङ््‌ 
५ 1 [कस्‌ 
हन्य दोगा । तव चा = वि। 
टन का उत्थापन (१) ओर (२) मं देने से 


॥ 1: (£ {1} = 
| चाग १ चा व! ग्‌ 
४ न ज श्र 
(4 र्‌ र 6 


111१111 
ओर चा =\८ (र --ग) =“ | ज -गः | = -\८^ग र 














वक्रक्षेो का चापानयन | २११९. 
च (ग--र) 
“~ { 0, 
इस छियें --- = ------ , इस तरह से यं=य+\. (गर) इस का 
उध्थापन वकर कं समीकरण ये दने सं 
॥ ॥ 
य्‌ य्‌ 


1 


(इग +इ ग) 


^~ 
1 
«| 4 


इस लिये \^(र-ग)= > (दइ -डइ †) 


जोड़ देने से र +\,८ (र ग) = गद्‌ य 
। - १ ध 
ख्घुरिकथ लेने से य॑ = गःखा ~+ ४ = 1) 


इसी तरह य+ \८ (ग--र) = गस १ 
इस वक्र को अङ्गरेजी मे (1180101) कहते ह हमनें इस का नाम जीतर 
रखा । इस मे यदिग7्रतो मूका मान द्विविध आचेगा प्रत्येक यके 
मानमें। ये दोनों मान संख्या मे तुस्य परन्तु भिन्न चिह्न के होगे । चदनकटन 
से यदि इस की आकृति वनाघो तो जान पड्गा कि जदह य = ० ओग र = ग वां 
वक्र को एक स्कन्ध होगा जिस मे य अश्च असीसपथ हागा | 
९२ 1 यदि अवदत के चापका मान अक्लीय मुजयुग्म का फट हा ता 
ऊपर की युक्ति से अनव्रत का समीकरण मी अक्षीय भुजयुग्म सम्बन्धी जान 
सकते दो । 
चखनकलन कं २७७ प्रक्रम के (१) ओर (२) ससीकरण सं 
शु "न=श्चु+-वि--र२द-वि ..-.-.-.+.+...-... (१) 
ल्लः = श्रु 2 1 (2 (२ ) 
यदहो भी परे के पेखा स्वरविरिए्रवणे ज्ञात वक्र 
गीर केवर वणं अनवरत के है । अव्रत तो ज्ञात ही हे ओर इसी यिय ङ, ओर 
घु कामी सम्बन्ध विदिवदही होगा ओरचा त विर इस्ल्यि यदि चका 
मानख्श्चुकेरूपमंआसकेतोदइस के वशसे (९) ओर (२)मेश्रु,ट॑को उड़ा 
सकोगे ओर एक समीकरण ल ओर श्र मे सस्वन्ध दिखाने वाला अनवन का 
ज्ञात हो जायगा) 


9! 

तपः 
& 

» ~. 
¬ 3 
4 
१५ 
५९ । 
~ 

१५ 


२६५ चअखगरिकरटन | 


जस समाधिक् सपिल (तपाता रि) म (जटनकदन का ८2 
पक्रम कां (2) वक्रदखा ) यदिभन्स्पःक्रनता 
ल्ठ=श्ुज्याम 
याँ यदि अनवलृत की पश्रत्ति सर्पिट के भरुवचविन्दुदहीस मान आर उसी 
चिन्दु स यदिंचाक गणनाकामी आरम्भक्ररेना विचार श्र'छेम ( <श्वां 
परक्रम देखा ) इस का उत्थापन (१) मदनंस 
ध्र =श्रु छम ट्म 
=! -कमनथ्ु "ल्याम+स-- र्थ लकम। (२) से 
टरम वेगसमीकग्ण पर स 
ट्र -कछम = +~ श्रु -कास्याम 
श्नु (९ + कल्यान) 





यदि यहाँ नन चिद्व ग्रटणक्ररनतान् = ओर. (गस 
करोल्याभ 

श्र" ~ _ ^+ रकाज्यामभ्‌ इस पररसंश्च ्ु पि 

४ क्णूज्यामं नाट 


ह ६ + र्काञ्णभ रु 

कोस्याभ(१ + कोञ्याम) | 

परन्तु वक्र कं समीकरण स विश्रु -छेम इस लिय धन चिह्न ग्रहण करने स 
मान असम्भव आता हे । इस लिटि ऋण चिह्न टेकर क्रिया करने स 

त= =शरुल्याम ओय नव (२) से थः = घु जाम. . धं = शरुकाज्याभ 

काल्याम कोस्याभ ञ्याभ 

ट्स का उत्थापन र्मे दनेसेखज=श्रु ज्याम। देखो चह अनवत का समी- 

करण ठीक अवदत ही करं समीकरण के पेसा हे । 


९ 


९३। यदि वक्र के स्परोरेखा से ओर वक्रस्थ नियतविन्दु की स्परंरेखा 
स उत्पन्न कोण जा दहो उसखकं फट रूपमे चाप का मान जानना हा 


प [9१ तर्‌ स्‌ ध क 
तामा ( ऋ मान उस स्पश्चं रसताक फट स्पम जन कर्चापका मान 
जान सक्ते हो } 


जसे मानो कि किसी वकर का समीकरण र= फ(य) मूल विन्दु वक्र 
टी के चाप का कोई विन्दु है ओर उसी विन्दु पर र अश्च स्पर्रारेखा 


- भी ॥ 
ता 








सव्व ‹ चख्नकटन 


वक्र के चापं कोः आनयन । ६६ 


के १९६ वे प्रक्रमसे) जर्हावः र अश्च ओर वक्र की स्परशरख स उत्पन्न काण 
का मान दहे 


अब ऊपस्के समीकरण से स्पवर के फट रूपमे य का मान जान 
जावोगे सानोकिय फा (स्पवः) तो 


2 
ता ~ प (स्पवः) केव, 
लावः 
ओर तच! = कोेव, 
ता 
इस लिये तच = फा (स्पव,) छे व, कोङछव 
तवा 


इख समीकरण परसेवरके फटरूपमेचाका मान जान सक्तेहा यदि 
वक्र के एक विन्दु पर य अक्ल स्परारेखा हा ओर उसी नियत विन्दु स चापक्रा 
मान जानन्तो उपरी की युक्ति से समीकरण वना सक्रतेहा केवट वः के 
स्थानमेवको र्ना होगा| 


जैसे चक्राखद्‌ ८ ¢‡ 1010 > में (चलखनकलटन के २८६ परक्रम का (११) वक्र देखा) 


तर = |र्अ--य.. | 
ताय य स्पव, 


~~ ~ मअ ९ 
इसख्य = ~> आर य = ~अ्याच्‌ः 
य ज्या 1 


ताय 


- = ८अज्यावः-काञ्याव 
ताव, व 


ताचा ताय 
~= कद्व : अध्विः 
तल = कावः, ता = धभकाज्या 
इस लिये चा = अ-ज्यावः + स्थि 
यद्‌ चाप कौ गणना उस विन्दु से करं जा र अश्च स्पश्ैरेखा है तो स्थिराङ्कः 
दाुल्य होगा । 
इस प्रकार से वक्रके दो स्पर्चरेखाओं से उत्पन्न काण अर वक्र के चापकर 


वाच सम्बन्ध दिखाने वाटे समीकरण को वक्र का चापस्पादिाकः समीकगण 
कहते हे | 


२६२ अटरशरिकदन 

९४ यदि वक्र का चापस्पादहिक समीकरण दियादो तो उस पर से साधाः 
रण वक्र का समीकरण विपमीत क्रियां से जान सकते ह । 

क्योकि चापस्पारिक समीकरण पर से जानते है कि 


तार्य 


= स्यान्नः 
तास 





इसलिये य = ^ˆ ज्याघताच! 

ओर इसी तरह र = ,^कोञ्यावःताचा 

यापस्पारिक समीकरण से जानते दै कि चा कोई वर का फट डे इसटिये 
य, ओर र का मान ऊपर के चलक्ञान से आजायगा | 

जैसे ( १) चक्राख्द्‌ (( +८1०;प ) मे जानते ह करि चापस्पारिक समी. 
करण चां = ७अस्याव, यहद 

इसलिये ताचा = ४अकोज्याव, ताव, 

इस का उत्थापन यके मानमेदेनेसे 

य = ./ ज्याव^्ताचा = ७अ „^ˆ ज्यावःकोज्यावःताचः 
= स्थि--अकोज्याव, इसी तरह, र = .^ कोञ्याव,ताचा 
= छअ ^ कोञ्यावःताव१ = स्थि! + रअव, + अस्यारव, 

इस लिये यदो दोनो समीकरणो परसेयवारके फट रूपमे वः, ज्याब,, 
कोल्याचः का मानले अनेसेय ओर रके सम्बन्ध परसि वक्र का समीकरण 
आजायगा । 

यदि दोनो अक्षा का योगचिन्दु यकर का हिरः स्थान मानै तो 
- स्थि = अ ओर स्थि९ = ° 

(२) इसी तरह चत्त का चापस्पारिक समीकरण चा = अ-3१ यह है 
इस पर से ताचा = अताव, 

ओर य = ./^ ज्यावःताचा = अ./८ज्याव ताव, = -- अकोज्याव, + स्थि 

इसी तरह र = .^कोञ्याव.ताचा = अ.८कोज्याव, ताव, 
= अज्यावः + स्थि यदि नियत स्परोरेखा ओर व्यासाद्धं के योगविन्दु ही को 
मूकस्थान मानें तो स्थि = अ ओर स्थि, = ० इन का उत्थापन देकर य ओर र के 
सम्बन्ध से समीकरण रः= अ~ (अ--य)ः । 


वक्त के चाप आ आनयम्‌ ! १६२ 


जसे यदि न विन्दुगत स्परोरेखा नस का 
नियत स्परारेखा मानो भोर किसी व विन्दु 
की स्पररीरेखा बस तो ८ वसर = व. ओर वृत्त 
फे धम सेव, = ८ वकेन ¦ के को केन्द्र समश्य 
इस लिये नव = चा = अ-वः ( जदा अ = केन 
= वृत्तव्यासाद्ध)। इस छिये यदि नसरको र, 
अक्ष ओर नकेयको य अक्च। ओर नं को मूखचिन्दु मानो तो व विन्दु 
की कोटि = बर = र = ५८अ- (जय); यही समीकरण पटे भी सिद्ध 
हम था 

(३) इसी तरह चखनकटन के २८६ प्रक्रम के (१३) चक्र अपचक्रार्द 
( 0८१४८10१ ) के छक्षण से यदि अको नियतविन्दु मानो उसी स्पशशरेखा 

य अष्च ही है इस लय इस अश्च को नियत स्परशरेखा मानसे से चाप- 

स्पारिक समीकरणसे 


तार _ कोज्याष--कोज्यातरर घ 
ताय =" ज्य क म ज्यान ` = सपव 


रज्या ~र पज्या प 














रज्या क ष कोज्या ~ र 
दसं खिये च, = -~र्क घ 
आर ८२ प्रक्रम स 
ध ^“ (गः 49 
च््रा श १८ (ग --अ ). ५ “गश्च न स्य 


अ 
परन्तु चक्र के लक्षणसे 
यः = (अ + क) कोज्या षघ--२(म + क) क कोञ्याषकोज्या अरर प 
+ क कोज्याः सर्र 
र = (अ +क)ज्याष--२(अ +कः) क ज्याषञ्या अकष 
+कञ्याः क्य 
श्रु ् यः न १ == (अ नू क) 
-- `क (अ + क) { ज्या ओर षज्याप्र+ कोज्या ज+क घकोल्यापर } +कः 
ग. = (अ + रेक): = अः + अक्र + क 


[व (क सिक 
९८ चर ऋ्ाकखन | 


ग --श्रु = र्अकः + रक 1+र्क्‌ (अ~+क) कराञ्या - प 
= स्क (अक) } ६+काज्या - प; =छक(अ +कः) कोञ्या छप 


\ ग-श्र =\ ¦ धक (अ +कः) ' काल्या > प 


न्ध 
ओर\ ग-अ =-\ छक (अ +कः) 

चपमे इनका उत्थापनदेनेस 

चा = - क (अ +क) काल्या प+ स्थि 


“^ क, (२--काञ्या ~प) 


यदि चाप्र की गणना चरं स करं नटा प्र=० 





परन्तुप= -- ८ इसस्थ्यिचा= 9 
~ अ+ रक छ 


{~ 4 0 वु ध 
यदि यहा वः = (५. +- वः 








~ अचः 7 अव ` कोस्य अव्‌ ज्य य 
ना ~र = २+ उ. - कोज्या स= - ज्या स 
अ+ र्कं + रक + रेकी अ + रेक 
| 
~ अ .-- म अद 1 क 
इस लिये यहि -छक(ज + कण ज्या -----=~-चा नो 
अ अ+ रक 
~. +कः 
चा -- + चा 


यटा स्पप्र है करि वक्र क उच्च स्थानस यदिचा क्री गणना कर ता 
= = कअ + क) ठ्या _ अव 
ठ अ+ स्कं 
यहाँ स्वर चिह्का कुछ मी प्रयाजन नहीं यदि उगत स्पशोरखा का 
नियत स्टर्यरस्रा मान टे क्योकि उमसं ओर इण्रस्परारेखा से उन्पन्न काण 
तव ब, यरी होगा 
इसलिये उच्स्थान से गणना करने मे 


_ धक(अ+क) अचः 
== ख न्न ज्र । 


@ 


इसी तरह अतिचक्राटद ( 1197०८१९८1०1व ) मे नीचस्थान से यदि चाप 


~ ऽक(अ-- अव ~ 
गणना करो तो चा = -°क(अ--क). ज्या रद्ध यद समीकरण होगा! 


दोनौ समीकरण का रूप चा = ट ज्यानव, एेसा क सकते हो 
प्रथमम र =* च ) ग = -द्तर्कः आर दूसरे मं 


चक्र के चाप का आनयन्‌ ) २६ 
ट = *(अ-), न = अयक्र 7 १ इतनाद्ी विरोध दे। 
(७) कातन्वटी का समीकरण यदि 
य्‌ 
--- ४9 क अ ०, क 
र+ग-=-२ (ड ) फसा मानं जिसमेर अनचि भर वक्रकं याग 


नि 


विन्दु को मूख मानतो 


य॒ ग | ६ यु | 


इस लिये मूखविन्दुगत स्पशेरेखा से इ्स्परशरेखा जो कोण वनाव उसे वः 
कहो तो चा = ग-स्पव, फेला दोगा । इस प्रकार से कातन्वली ( (41011:1\ ) 
का चापस्पारिक समीकरण उत्पन्न हो गया । 





९५ यदि चापस्पाद्िक समीकरण से वक्रजातीय वत्त का व्यासा 
छे आवे तो चटनकलन के ९७१ वं परक्रमसे 


वि = ह; (जदं ब = बः) पेला होगा | 
जैसे खाघुरिक्थिक सर्पि मे ८१ प्रकम से 
चाचश्रु ९८ कः+] यदि धुव स्थान से चाप गणना करे 


=श्क्ेम । ओर चटनकरन के १२१बे धक्रम से 


ता सथ ६८ थै त 
ख = श्रुज्याम ^. तां = जयाम इट्य चखनकलन के ९६४८ वे धक्रम से 


विं (भ श्रू ता र ध्यु. + 
ताड * ज्याभ 


मे (51 [भ क, 
विकाभागचा मेदेनेसे त्र = ज्याभ"छकेभनस्थि इस से सिद्ध होता 


हेकि खघुरिक्थिक सर्पि म चाप ओर वक्रजातीय वन्तक व्यासाद्धं मे 
स्थिर सम्बन्ध दे । मानो कि वि=चा-त जद त कोई स्थिराङ्कः है ता 


वि=चा-त= ता ४ 


ब इसलिये ताव त = 


चखानयन से तव + स्थि, = खाचा 


इसलिये चा = अ इतबजहयँ अ कोई स्थिरा 
यदिचा~चा^+अ तोचा=अ (दतर) 
अव शख मे चा वयँ से परिगणित है जह च ~ ० 


६६९ | चटराशिकटनः | 


९द। यदि वक्र का चापस्पारिक समीकरण ज्ञात दो तो उस के अवल्यूत 
का भी समीकरण जान सकते है 


५. ८२) 





मृ 18 
| ॥। 1) यु 


कल्पना करो कि अवरपक वक्र टे जिस के अवदत की आति कव, 
मानखो किंअव चपि (चा) की गणनावक्र के किसी नियत चिन्दुसे 
वकीओरदहै। 


ओर कव, चाप (चा) की गणनां वक्र करे किसी नियत चिन्दुसेव, की भर 
दतो यदि अ चिन्दु परअवकवक्र कीजो स्परशशरेखा अयदहै उसी को नियत 
स्परारेखा मान अव का चापस्पार्िक समीकरण वनावें भौर क विन्दु से इस पर 
जो कअ रम्ब डाला गयादइस को नियत स्पररेखा मान कर यदि कव, का 
चापस्पाहिक समीकरण वनावं तो अवल्दरृत ओर अनव्रत के लश्चणसे स्पष्टैः कि 
दोनो समीक्षरणोमे व, काणक दही मान रहेगा 


५ 


इम स्थि (2) श्ये मे चौ=चवि-- स्थि जाब -- स्थि 
५4४ 


ओर (>) शमे में चा = स्थि--चवि = स्थि -- तन, 

दरस लिय यदिचाकामानषःके फटरूपमे दोतोचौाकामान मीव के 
कोश फलरूप मे जान सकते है जाँ जव चै = ° तव वक्रजातीय चत्त काजो 
व्यासादं होगा वही स्थिकामानहे। 

जैसे चक्रारद मं जानते है कि चां = ४अज्याप 


इस दिये चा = स्थि- ए स्थि -- अकोल्याष । 


वक्र के चाप का आनयन । ६७ 
इस मे यदि बः =व.+> ओर चा=ध-~+स्थि दसा कल्पना करं ता 
घ = ४अ-ज्यावः अर्थात्‌ यह भी एक चक्राख्द्‌ ही हुञा । 
इसलिये चक्राल्दं का अवत एक चक्राख्द ही हे । 
इसी प्रकार इस प्रक्रम की विपरीत क्रिया से यदि किसी वक्र का 
चापस्पारिक समीकरण ज्ञात हो तो उस के अनवत का चापस्पाद्धिक 
समीकरण जान सक्ते ह । क्योकि ऊपर के पक्रम से सिद्धै क्ति 


ताचा 


[क { 
स्थ चा 
ताव; स्थ = 


इसदस्ियि चा = 1 (स्थि + च) ताव, 


इसलिये यदि चाकामानवःकं फल रूपमे हयौतोचाक्ा मान मीव, के 
कोई फल रूपमे खा सकते है । 


जैसे वृत्त मे जानते है कि चौ = अ.व, इसल्यि 
। वि अवः , > 
चा = 1 (सि ¬+ अ-बरेताव,; = स्थि व, ~ -दर-+षथिः 


यदि चा की भ्च्रत्ति वरहो सहो ज्यं बः=-० तो स्थि,=० । ओग 
अचरत ओर अनवलूत के योग ॒चिन्दु ही सरे यदि चा की गणना करं 
तो स्थि= ० सी स्थितिमें 


६१ 


चा = । (चलनकलन के १७८ वें घक्रम का (५ ) उदाहरण दस्वा 


ओर फ्‌ के स्थानमेंवः को मानो) 


ऊपर कदे इए भरकम की युक्ति से अवल्टूत का अवरत उस का अवृत यो 
अवदतो की परस्परा वा अनवरत का अनचल्यूत उसका अनवलत यों अनवलतो 
की परम्परा सहज मे जान सकते है । 


विद्याथियो को चाद्ये कि चापस्पार्दिक समीकरण पर से वज्रो की आकृति 
निकार अच्छी तरह अभ्यास करं । परन्तु चाहिये कि फेखा वक्र टे जिसकी 
आकृति चक्राख्द के एेखी परसिद्ध हो ! 


९७ चाप पर से विपरीत क्रिया से वक्र के भुज कोटि का ज्ञान। 
करना करो कि चा = फ(य) तो 


५६८ यटरप्दशकङन । 


ताचा _ ९  , लार 
प, (य) = ~~~ = र | „~. 
; (य) = त 


दस लिये ताय = ` फ(य) ¦ -? 


ओर र = | | फ(य) ; --ः |] तेय 
= ५ 
जसे (र) कल्पना कसे [क्र चा = फ(य) = गय 
इसट्टिये फ(य) = ग 
` । 9 छ 3 
आररः = | [ ¦ फ(य) : --६]-लाय = | (ग -र) -ताय = य\८ग-९ -+-स्थि 


[क ॥ 


यदि र=र-स्थितावक्रका समीकरण रं = य\. ग-- 
५,» ५ 
(२) चा = फ(य) = \ (छगय) ना फ(य) = (ग) 
। , क (-य)ताय ५ 
दरस लियं र = | ¦ ~ ¦ ताय ~= (ग-य)ताय | --य)ताय 
। । 4 ~+(गय-य) +/(गय-यः) 
\ “ (गय-य) 
= \ (गय-य)+- उस्याः-य +-स्थि 
यदिर्=र~-स्थिता चलनकंलन के २८६ धक्रम फे (९९) वक्र, चक्रालद्‌ का 
समीकरण यह दे । 
(३) चा = फ(य) = अ-खाय ता फ(य) = + 


शर ~ १ | ~~ | {य = ( ञ्‌ ~य ताय 
#॥. * 4 य\^ (अ~य) 
४ | _ अनाय | __ यताय 
य\८ (अ-य) \.' (अ--य) 
= अ टका + ९“ (भ -य ) + 
वा (लये +५/ (अ-य)+स्थि 


इस तरह से अनेकः उद्ए्टरण का उन्तर निकार सकते हो । 

इस तरह विद्या्थियो को चादिये कि पूर्व क्रमो मे छिखे इए सिद्धान्तो का 
अच्छी तरह अभ्यास कर पदन का उत्तर निकारं । 

९८। यदि आकाश म कोड वक्र हो जिस का समीकरण मुज, कोटि ओर 
राङ्क से बनता हो अथौत्‌ तीन धरतखों के सम्बन्ध से समीकरण हो तो गो- 


वक्र क चप ऋ शश्नयन । ६६५ 


गुक्ति से यदि क्षितिज, पर्वापर ओर यास्योन्तरनघ्रत्त य तीनो घधरानलाकाक्रम स 
मान छं आर आकारीय चिन्दुको ग्रह कव्पना करता इस ग्रह का ज्ञान चाम्या- 
तरीय शुज =य, पूर्वापमीयकोटि = र आर द्रगमण्डलीयराङ्क= ल के ज्ञान म 
हए जायगा । 


| 


यदि किसी नियत विन्दु से ग्रहकं गमनदिदा स जा वक्र हआ उस 
के चाप का मानन्चा मनै ओर जव मुन्य-+्य, को = रध 
आर टख--ख-~+ ^ करस्पनाः कर आर उखं समय म चापनचा-+ चा 
मानीतो गाटयुक्तिस ८ च=\ (भय) + (र) + (ट) 

(^भ्य का माग देकर ^य क स्थान में रुल्य का उत्थापन दन स 


ताच्‌। तार्‌ 


५/१ + ( नसं ) (2) सा होगा| 


दसी प्रकार 








ताचा र ताय ) नाट ) 
1 । 
तर 7 ५ + ५ नाः नार्‌ “ 
~ ताना _ , (ना). + (वार) | 
र नाल = \ ह = । 


[५ तर नाल 


त {~ 
यहा वक्त क समाक्ररणा परस तायः नाय › इत्याद्रःयवार 


अथवालके फट रूपमे आ सक्ते फिर इन पग से 


न ५) @ गः 
न्रा = ॥ ८ { १५ (नारणे + (2) ¦ नाश्र 


त चा= | ^ ह ) + ( त ) ; तार 
अभ्रवा च = | ६: त ) ( न ) ¦ ताल 


दनक ज्ञान हय जायगा! 


दसं ध्रकारं के वक्रक्लो द्विगुण वक्रजानीय वक्र ( (८५ 0 0.11} 
(५7४211८ } कहते हे 


0. ५४४, ५५, [0 भन ५, 
जसं कद्पना कर्‌ ।कर पक चक्र नाच सवे द्रो समीकग्णासन्नान दे) 


+ 


छ = \. (गय )-गरज्याद . . . . . . (गट) 


च (~ ~, - अ 


१७० चरुरारिकटन । 

यहां दा समीकस्णा स वक्र ज्ञात हे इस क्रा तात्पयं पसा समन्चा 

कल्पना करा करि उद्टयास्तश्त्र ओर याम्योत्तर का सम्पात अदहेतेअचिन्दुका 
मूखचिर्दु, याम्यात्तर सत्रका य अश्च जर उदयास्त सत्र को र अश्न कस्पना करने से 
(१)समीकगण का परवलय जा क्ितिज कं धरान म उत्परद्च दाग उसका आश्धार मान 
उस पर एक समखान एेखा वनावा जिस का पृषठसूञ सव ऊरध्वाधर सूत्र के समानान्तर 
हो इसी तरह अ को मूढ मान ओर याम्यात्तर सूत्र का, य अक्ष, ऊर्ध्वधर सु 
करोर अश्च कं णेला ख अश्न मान याम्योत्तर्वृत्त कर घरातटमं जा (२) समीकरण 
से चक्रार्द बनेगा इस को अध्धार मान णक ससखात चनावा जिस का सव पृष्ट- 
सूज उदयास्त-सृन्न क समानान्तर हा तास द्‌ समखातो क आपस मे करनसे 
जो चक्र कौ आक्रति हागी ची वक्र ऊपर के दाना समीकरण स थपे्चित टे 


॥ । अ ताल (गय 
(8 {द्य यदा कण ५। [9 1 $ । ॥ [1 
दस स्स्यि य हां क ५। त छं 
>+ तखा , -,; | | | > व 
आर ५. [ ४ ॥ ^ र 1 १ | § 
ष "त्र । नाय ५८ (९५ अ+ र) 





= ९. (€ग^अ) 
र्ग ^अ ^------., ( -प 
दलकिये चा = | ५“ (दग्‌) ताय = ९८ सग +अ | तायय 
= २५८ (रग +अ) ५८ य ` 
यदि मूढ चिन्दुस चापरक्री गणना करतो स्थिराङ्क की कुछ जाचदयकता 
नरी । 
९९} दसी तरह यदि य, र, ओर रु किसी “का चल्के फलदो तो चटन- 
कखन की य॒क्तिस सिद्ध करसकनेदो कि 








ताचा [ ताय ] ४ | त. 1. १. 
ताकां ताका तारा. | ॥। 
क ताय तार तार | ौ 
थ ताका 

इस लिये चा = \^ 1 | सक्त | | न | तत्न 
जैसे यदि य = अकोञ्याक्रा, र = अज्याका, ख-गका 
त ताय त्‌] 

---- ~ ~ ॐ "== भ द 1। 
तो -- अस्या अकोज्याका, तान =ग 


इस लिये चा = | ५८ (लज्यत्का + अकोल्याका ~+ ग)ताक्ता 


८५५४ 
८४ 
[| 


चकं के चत्व का आनयन । 


२) व ग 
= | (अ~ ग) व्ताका = ९८ (जः + ग को + स्थि । 
२०० यदि य = श्रुज्यापकोञ्याप्रः, र = श्रुज्याषज्याधः, लं = श्ुकोज्याप 


एेखा अक्चीय समीकस्णटो, तो जव वक्र दो समीकेस्ण से विदितं है 
अ्थौत्‌ य, र, मे से कोई दो तीसरे के फकटै तच स्पष्टे किध 
प, प, इनमे भमी कोरदो तीसरे के फटोगे ! इस य्ियि षके वदा से 
ताय _ तश्च ताप, 

= ज्याष्रकोञ्याष स -- श्रञ्यापल्याष 
म कोञ्याषः = श्रकोज्याषकोञ्याषः -- श्रुञयापञ्यापः न 


&- 


ताप, 


तार ताश्च 
= उयाषस्याष + याष, + थस्यावक्रोस्याध 
ज ध्युकोल्याषल्याषः + शुज्यापक्रोर्यापः य 


-त2. = कोल्याव -ता& _ श्रल्याप 
ताप ताव प 


इस लिये | चान | + | तार | | तार ] । 
ताप ताष ताप 
= | -ता-4 | ~ शुःज्याःप | | +श् 
र >, ॥ तापः | च 
आर च = ~+ श्रल्य च| |] +ल ^ ताप 
गै चा | | [24 शन्न | ताय ४/९, 


इसी तरह र, भोरप, केव से 


-- ॥ ~? --श्रस्याव | रः | प लाधर 


५८ ताप ताश्च ५. ॥ 
^ / 14 त ला | स्प / तापः 











९०९। इसी तरह अन्तरिक्षमेजो वक्रो उसके किसी विन्दु पर जो 
स्परोरेला हो उस पर मूखविन्दु से पड़ा छम्ब यदिरु कटो तो ७५ पक्रमके 


(६) समीकरण से चां = | त्वन एसा दोग | 

यह समीकरण यद्यपि पकघसतलगत वक्र मे सिद्धं रोता है तथापि जवदो 
एकधरातलीय वक्रो के योग दी से यदह वक्र उत्पन्न हु है तव योगविन्दु म इस 
मे भी यदी धमं रहेगा । अथवा जब चटनकखन से सिद्ध हे किं 


ताचा €| 


ता ` क्लं यद दोनों अन्तरिश्चस्थ वक्र के स्पदोरेखा ओर श्रुति से 


% 1 य एः \ 
२.६ न्तर सक्षम | 


उत्पश्च काण की छदन रण्वा तव 3 
श ¢ ` % श्र 
= ----,-- 3 नत्र = 1 
५, (श्रु --ट्ट) ५ (श्रु-ट) 


अभ्यास कः टलिय प्रदन 


[न 


९ यदि वक्र का समीकरण (य ~ग) --अ = थरः यट दहा ना दसं 
क परिधि का मान वताथा। परि- - ६अः 
२ स्िहद्धक्रगण क्रि जीनर क्लमा चा ~ ~ गच्ार + स्थि! 
६ सिदक्रग कि किसी चिन्छद्‌ ( 11011} का चाप 


( | “ < १ > र | ५ 
= (स्श्ू--- ४ | (ग-कर ) उग्र ~ (ग्‌ + क्र) कास्य -- । ना 


८ कसा चक्र म याद्‌ य = ज्या (दर्प +य ,) + कोस्याप (२ द्य) 
र = काञ्याप (रप -+ रेप) ~ उ्याप (२ दध) 
नो सिद्ध कसोकिचा=पः~+प +द्प-+। 
५ चिद्धक्ररोकि क्सो चक्रमे यदि 
= उ्यायष्(च) + कोल्याधपः' (प) 
र = कोञ्यापपफ(प)-उ्यापपः+ (च) 
तो चा ~ फ(प) + फ'(प) । 
६ सिद्ध क्रयो क्रियदि चक्रकास्मीकरणरन-यः+-यदहा तो यदि 


4 
न 


मूखचिन्दु से चापकी गण्नाकर ताचा=-य (य +१)६। 
अ २९= अयः इस समीकरण केचक्र का चापस्पारिकसम्ीीकरण कैसा होमा। 
उ० चा = << (छःवः--९) । 
सिद्ध > १ ॥ । 
८। द्ध करे कि परवटय के चापस्पारिकसमीक्रणमे 





ताचा यअ + ञ्याच, अर्यावः 
वि कोस्याव, ,-ञ्यावः ---ज्याव, 


द 
९। सिद्ध कयो कियदि वक्र का (य+र)*-- (य~र): = अ्जद 
समीकरण दरो तो 


१, 
६९ 


अध्यास्‌ क च्य प्रर्न | ॥ 
> ॥ १: 
ऋ °. । (य +र)ऽ + (य--ट) >! ~! 
। ४१ (५ ४ | 


१०} सिद्ध करो किः अपचक्राख्द का अवटूत णक अपनक्राख्द्‌ हीं 





होगा जिस के स्थिरवरत्त का व्यासा = ----- ओर चदितचरत्त का 


(क ७ < 


६१। श्च" = अन्क्रोज्याम इख समीकरण क वक्र मे यदि यह कोड 
अभिनच्संख्या दहतो चाप का मान जान सकने दै। 





~ [न (कि को र्‌ ड ५ ई त ् 
९२ सिद्धकये करियदि वक्रका समीकरण इ = ~य पमा हा 
~+ ताचा. _इ+१ > 
२। ह ८3 त -~ --- दमा ॥ 
! `तं क 


३ यदि वृन्त का व्याखाद्धं=२ इस के चाप का प्रमाणप दहो 
र इसके अनवद्धत का चाप चः, अनवद्त के अनवटृत का चापप, 
ट्ख कै अनवद्धूत का चापल्य इस तगह अनवटतपरम्पराथौ के 
एप मानं प~, च, इन्यादि मानो नो सिद्ध कये कि 

पप; प.+य.+ ज - = * . = ईइष--र होगा| 


> 


५, 


अनवटत आर चत्त के याग विन्दसे चाप की गणना समन्चाः। 


(कने 


८ यदि क्रसी इटामूख्क ( 11५८ 1.2111111>८116 }) का 
शरु = काल्ास्य फसा समीकरण हा (चरनकटन के २८६ परक्रम क्रा 
(९०) चक्रः दंखा ) 


तो सिद्ध कर कि उस कं परिधि कां मानं 
व का 3 | 
== "ञं ( ₹९--- द + दय दद्द ५५ ) यह होगा | 


२५ यद्वि एक चिन्दुसे दी्चत्तपर दो स्पशरेखा खीची जार्येनो दा 
स्पशरेखा दो भ्रुज ओर उन के अन्तर्गत दीग्रैवत्त का चाप आधार मानातादा 
सर आओंर एकः वक्ररेखा इस से एक जिव उत्पन्न हभ इस भरिचाह के अन्त 
गत जो त्त वनेगा वह वक्राधार को जहां स्परा करेगा उससेजोदो भाग वक्रा 
धारके होगे उन का अन्तर त्रिभुज के दोनों भुजौ के अन्तर तुल्य हाता ददै। 
सिद्ध कसे । 


०५२ 
< 
२४ 


च्ल्छगदिकटन । 


= < { क्रा य्‌ ७ र २ >> क भल ल 
१९६ {जस चक्र छ र = ए च~ ह यु सप्र ह उं य 
०९ ५ ति १ " 


विन्दुसेचापक्रामानवतावो। उचा +टः 


5 ८2 ० ८. न ( „~ तार 
९७ कद्ध कसा कि यदि वत्र द समीकरण पर से (>) = रना 


। 
1141 
तोचा-य~+ख-~+ स्थि) 

६८ चक्र का एक समीकरण र = क(य) यद दिया हभ दै ओर यद जानते 
हेकिदसकेनचापकामानयत^+ट नस्थि यहदहैतो वक्रका दख समीकरण 
ऋपा होगा | उ०, च = | ' (य) ` ताय । 


१० वनः ऋ पकः समीकरण र = स्याय यह ह भार दरसक्र चाप कामान 
-य~लनोदृमरे समीकरण का मान वताभो। 


॥ क 
१ ५ 


२० | किसी वुरत्रः मे र = २५। अय. = 4- ल ५ ध तो सषु क कथा 
मानटरोग) उन्चा=य+र-ट 


£) द (४४ 
[क श्र ध (8 र ई | र 1) 
१ । यद चन, के च ~ + 4 १ श~ 1 / 4 १७ “= ` 
५1 त्प (,, "~ 





मरे समीक्रणदौतोचापकाक्या प्रमाण रोगा! 


०, य, र अश्च के धरातल मे जहां प्र वक्र मित्याह दस चिन्दु से यदि चप 


५ 
ट ॐ ध ~ `) £ ४ 
की गणनाकर तो चा= यक) (यः - भः). 


२ <^ प्क्रमके (१) प्षेच्रमेत चिन्दुपरजो स्पशेरेखा होगी उस पर 
नसे पड छम्ब का मघ्न यदि नकं रक्खो तो सिद्ध करो करि 

(१) नख > नटं = नअ > नक । (२) नवः + नः = नथः + नकः | 

२२। णक दीरधरचरत्त के परिधि चतुर्थोदा का पेखा डिभाग करो कि उनका 
अन्तर व्यासाद्धान्तर तुस्य हे । 


८५ परक्रम का (२) क्े्रदेखो यर्हात ओर्व दोनौ पक्रदही स्थानमेदहो 
जायगे । ओर नख = ५८ नञ चक ओर वख = नञ ~ नक 


अभ्यास करे सिये प्रद्रन्‌ । ९७५ 


२९। २३ वें प्रदन मे द्विमागकारी विन्दु जो है उस पर दीधच्रत्तमेजो 
स्पररेखा होगी वह दोनो अश्च मे द्िभागकारी विन्दु से क्रम से व्यासाद्धं तुल्य 
अन्तर पर कगेगी अर्थत र अक्ष में ब्ृहद्याक्ताद्धेतुस्य अन्तर पर ओर य अश्च में 
टघुव्यासाद्धैतुस्य अन्तर पर । इस कौ सिद्ध कये । 

२५ यदि ८५ प्रक्रम के (१) क्षेत्र मे (२८) प्ररनके अनुसार छम्ब नद 
डरे तो सिद्ध करो कि वल, तलं वदने से जिस विन्दु पर कटेंगे वह विन्दु दी 
वृत्त कं उस पेकनाभिक अतिपरवलटय मे होगी जो कि (२३) प्रदन मे विभागः 
कारी जो विन्दु है उस पर जायगा । यद्य पर यदह भी सिद्ध कतेक्रिअ ओरक 
विन्दुगत स्पदो रेखाओं के योग विन्दु पर मी वह अतिपरव्रटय जायगा ! 

२६ एक ही स्थान से तीन ख्ड्के दौड़ पदला सर मागं मे र वाकी दा 
वक्रमाग मे! पहला जिस स्थान पर पर्हुचता था वरदा पर यदि उसकी गमन 
दिशा पर ख्स्व करतो यह रम्ब दूसरे ओर तीसरे के तात्कालिक स्थान पर 
जाता है । यदि पटा १० कोशा चक कर डर जाय तो उस समय दूसरा ओर 
तीसय कितना कितना चट चुके होगे । इस प्रदन में हम इतना जानते है कि किसी 
समय मे पदे से दूसरे के स्थान का अन्तर = \“४अय, ओर पदे से तीसरे के 


ॐ 
स्थान का अन्तर = भय~ | 
यहाँ किसी समय मे पठे के चर चुकने का प्रमाण य दहै 


॥ 


व + 
० दृसरे का चलना = ९८१८० क ह्य शहा { 0 


1 क 1 





अ 
ॐ 

तीसरे का चटनां = 3 1 | -- + १ °| । 

९्अ ज्मः | 


इति षषठध्याय | 


६.७६ च टखरारिकदन । 
अथ सध्माध्याय्‌ | 
चक्र ष्च का फलनयन । 
२०२। ल्िस वः मे काटि, सुज्ञ च्छा कोद पटहं वहां चटमकलन 


५. भ, [कष लव ¢ - [न ष्म २ म्म म ति 
से सिद्ध है कित = र (चटनकलन क्ल २५६ व परक्रम देखो) 
ध ष ह, ॥ 


त्‌ 


५५, =, 
~स 


ट्ख दिये फ = | रताय इस मे कटि के स्थान मरः ओर र का 


उत्थापन देकर सान्त चल्ानयन से 


| ( वम मव. वक्रचतुमुंज का 


| कल | : रताय यह होगा | 


। श ^ र 
| यहां यदि अश्च तिथ्‌ हतो 


यही प्ट ज्याअ | २ रताय कसा दोगा) यहा अ = ८ रमय । 


क, । क क्म, क ॥ क ष 
२०२। दस की व्याप्ति क्र चिये कुर चक्रा का फटानयन करत &। 


नेन्द्र को मूल मान वत्त क्रा र = \/ अयः यह समीकरण हे दस के फट 


का मान जानना दे । 
ध. | \८८अस्--य्रः ताय 


चय य) +~ ज्या ठ +स्थि, यदि प्रथम र को र अक्त मे 


2) 1 


व. 


मिला समध तो उख समयय=० होगा ओर फलं मी शल्य दरसच्यिये 
स्थि = ० तच फट 


4 == 
[ ५८ (-यपेताय = ~ (य) + अ ज्या । 





# 


दख मे यदि यअ तो वृत्तके चतुथ कां फट =- र > £ 


वकश्मे् का फलानयन ९७७ 


1६ २ अ > पअम _. २८ घ्रा 
इस लिये समग्रव्रत्तफठ = अ > अ = अ= = ------- = ------ 





५८ 


अ्थौत्‌ परिधि, व्यास के घात की चौधादईै चत्त का फर दोतादे। इसको 
मास्कराचाये मी जानते थे इन से भी प्रघ्चीन ब्रह्मगुप्रादिक्ो ने मी यह जानलिया 
था । परन्तु इस की उपपत्ति वे रोग नहीं दिखाये ¦ 

१०४७। दीधेत्तं के फक का आनयन 

५४ ४ र | 

यदहो रः = ~ (ज-यः) इख लिये 

फ़ = =| \^८ (अ-य )ताय । परन्तु १०३ प्रक्रम से | \.^ (अ~यः ताय 
यह अ.व्यासराद्धं से उत्पन्न चत्त का फट है इस ख्ये उस वृत्त का 
सम्पूणं फर जो दो उसे टघुव्यासष्धं से गुण कर व्रहव्याखाद्धं का माग 
देने से दीघनव्त्त का कषे फल होता हे | 

१०५ परवलछय के फट का आनयन । 

यहाँ ₹' = अय । इस छिये 

४.५८अ ॐ 
फर = 1 ५८ (अभय)ताय = य + स्थि । 
यहो यदि य = ० तो फ = ° इस लिये स्थि = ०। 


४.५।अ यर क 0 
तब फ=-ट्‌न्य > य = टू अर्थात्‌ मुज ओर कोटि सजो आयत 


वने उस का दो तृतीयांश परवल्य का फर होता हे। 
९०६ जिस वक्र का र= अयन पेखा समीकरण है उस क फल का 
आनयन । 


४, † न | अ. स्‌ +१ 
यहाँ फ = | अयनताय = अ 1 यनताय = न ~ --+ स्थि। 





यदि मूर स्थान सरे फर की प्रचरत्ति मानें तो स्थि = ° इस लये 


फ = अन्य“ _ अयनन्य _रम्य 
न+ न्‌ +र न +? 


पक साधारण सिद्धान्त उत्पन्न हो गया! इसमे नके स्थानें यदि> का 
उत्थापन दो तो परवलख्य का फट आ ज्ञायगा ! 








यह फट जानने क स्यि पसे वक्समें 


१०७। अतिपरवटखय के फट का आनयन । 
। 4 


१७८ सलखरारिकटन । 





८ मू मानने खे ईसं का स 1 वरण दइ ९, (य--अ ) 





दस लिये फ = र [५ (य--अ) ताय 


{ य\८ (य--अ) _ अ सा (य~+९८.(य 
1 3 ण्‌ 





यदिय=अतोष़=० इसलिये 


५ | „ ^~ कथ 
द क लाथ } + स्थि = ----- खा 
ङ} २ अ 
दस लिये 


--अ अ 
फ = --- {| ----- ए 





केन्द्र से वक्र के प विन्दु तक प्करेखा कर दो तो मुज्ञ, कोटि, श्रुति 
स्तेजो जात्यतिभुज होगा उस का फट -र यह होगा। इस लिये श्वति, 
अतिपरवख्य का चाप ओर केन्द्र ओर शिरःस्थानं का अन्तर असं जो वक्र 
तरिवाह होगा उस का फल = र का(~ + २) -------- 

(चरनकटन का १९९ वाँ प्रक्रम देखो) 

१०८ चक्राख्द के फट का आनयन । 

काद मे य = अ (₹--कोञ्याय) । र = अ (घ+ ज्याय) । 
इस ये ताय = अन्याप्र-ताप । 
ओर रताय = अ(ज्या-प + पञ्याष) ताप 


ध अ 
= अश्ज्यापरतप्र + - र ( १--कोञ्यार्य)ताष 
र 
इसलिये [रताय = अ | षञ्यावताव +र | (६-कोजयारप)ताष 
२ ) अ 
= अ(--परकोर्याप + ज्याच) + (ष 


सयारप 
ध 


यदि ०्ओर ^” के बीचष के मान मे फक सायन करे तो चक्रार्द 


वक्रे कां फलानयन ! १७९ 
के आधे का फर= अ 7 + र --- 7 = चितन्रत्त के फल क उेटृगुना दस 
लिये चदितव्त्तं के फल को तीन गुना करने से सम्पूणं चक्रारुद्‌ का फल हता 

%$ ) क अ थ, (4 ध अं आर न 
हे ( चरखनक टन मे २८६ पक्रम का (१९) वां वक्र देखो ओर वाक =अ, ओर 
अज्षमान लो) 

इसी वक्र में यदिर=अध तो पूथयुक्ति से ॥ रताय = अः 1 पञ्यापताप 

अ(--रकोज्याप +स्याष) यदह चक्राद्‌ कं साथी का फठसमीकरण 
इ । इसमें षके ० ओर ण््के बीच यदि फर साधन करे नो आघेवक्रका 
फर = अ 7 । इस छिये चटितव्रत्त का दुना इस का फर होगा । 

१०९ कातन्वदी के फट का आनयन । 


९थ/# य्‌ ॥ 1 य्‌ 
यहा र = (इवत~+इ ग) 
> ग॒ र = ४ 
इख लिये फ = ॥ रताय ~र ॥ (३५ ¶१)तायर व्‌ (इगे--द्‌ मे) 


¶ 
य॒ र्य | द 


< ग | य ड्‌ 1 १ २ + (4 णृ ५ 


् 1 ~~ रयु 
नग { यड्‌ ग +२ द्‌ नें )-ग | रे =ग (रग 





॥ २ ६ 
य॒ स व र 
११०। (->) रमत्म ( ) २1१ =इससमीकरणके वक्र कांफलानयन। 
यदा यदि य = अज्यारम+घः ओर रकः कोज्या स्न+१ष, 
तो ताय=अ (रम +१) कोल्याप, स्यास्नषर ताप, 
इख लिये फ = छ रताय = अक(रम + ९) [ कोज्यान + प्रल्यामष.ताष, 


३५ परक्रम के (१) समीकरण से इस का चर छा सकते हो । 
वा खण्डचटानयन से 


[| कोठ्या वाज्याःमष, तापः 


कोञ्याःत"ष.ल्याप्म" षः २ 
क नज १ रम्‌+ रघ द स्न । 
ग्म ~+र † प्म +-१ ज्या शक्या "वाता 
= कोज्या नः ्परज्याःम शष, 

यम्‌+ 


४.८० चल्गा{हिकटन ) 


भन्‌ + 2 +" 
भ 1 ज्या -य,(२- काल्या प.)क्ा्यः नप; ताप, 


काल्या न ' "परस्याः प, 
यय्‌ +$ 


+ 3 | ज्या-यःकोञ्या तपःनापः 


२न+१ । म्‌ +. 
-- 3 | ज्या प्रकोज्याः न" पःताप, 


पश्नान्तरानयन कर २१५२: क्रामागददेनेसं 
1 स्या पःकाल्यन' र पःनाप, 


_ कल्या = "पस्य = । "पः स्न।१ 
सभम +न+) 4 


| उयाप,कास्या तपताप, 
यदि ° ओर > के वीच पके मान मे सान्तचलका मान छवेतो सम्पूणं 
वक्र का फट (१) सेस्पण्टटे कि 


१.२.५.७......-(यन्‌ + १) -१.२.५.७०..०.... (र्म + ९) 
२.४.६.८ च ५१०५००० ° (म +न + ९) 


न, म के स्थान मे भिन्न सिन्न संख्याओं का उत्थापन देकर अनेक वक्र ओर उनके 
श्येचप्ठट जान सकते हो । 


अक, यही दोगा । 


च 6 ५ ७५ ४५ ५ 4 
जसे यदि वक्र का & 9. -)*= पेखा समीकरण हो तो यरा 


म=९ ओरन=? इस ल्यि २न+१९-२, ओर प्म~+१ ३, २(म +न+) 


| 
=६। फटमे इनका उत्थापन देने से वक्र का संपूणं फट -; ~ 


अक = वरअक 7८ = ठ अक्र 
इस वक्र का चटनकन से सिद्ध कर सकने दो कि दीर्ष॑वृत्त का अवरत हे । 
१९२ कमी कमी दो सीमाओं के मीतर फलखनयनमं वड़ा धोखा पड़ जाता 
दे! क्योकि उपर के पक्रमोसेजो फटानयन कियाद किसी स्थानम रक 
धनत्व वा ऋणत्व क विचार नही किया हे स्चंचसर्को एकी प्रकार का मान 
खिया हे । परन्तु फलटानयनमे रके स्थानमेयकेफटमेजोउसकारूपदहोता 
हे उस का उत्थापन देकर फर साधन किया हे इस ल्य संभव दै किं इस फ 


वक्रक्षे्न का फलटानयन । ९८२ 


मे ऋणात्मक र संबन्धी य॒ का उत्थापन देने से वही मान आवे जा क्रि घनात्पक 
रमे आनता दो रेखी दा मे अवद्य धोखा खाने की सम्भावना डे । 


जञेसे यदि किसी वक्र कार = गञ्याय्‌ देखा समीकरण ता याँ एलः 


का समीकरण ॥ रतायन्ग 1 स्या २ ताय = - गअकोलज्या् मानो कि 


क 


जवयनयःतोर=रः ओर जव य = य. तव र=रः इस लिये र. ओर रः कोटि 


मानके वीच मे श्षेचरफट ग [य ज्या व्‌ ताय 
य, 

=गञअ | कः।ञ्या ~ -- कल्या -्ः 1 यद्‌ इभा । इसमे प्रहरे माना 
करिय!-०, यर्=अ, तो फट~र्गअ यह हागा ! फिर माना क्रि 
य१= ०, यर=र्अग् तो ग | कोज्या ह -- कोस्यां = इस का मान शर्य 
होगाजोकि क्षेत्र की आकृति से असम्भव है क्योकि जव तक य, ० से 4? क 
उपर आवेगा तब तक रका धनमान बद्ता रहेगा पिर आगे धनमान घटने 
छगेगा जव य = अ7 तब शून्य हो जायगा इस खये वक्र फिर य अक मे मिखेगा 
इस लिये य१= ° ओर य? = अग के बीच का पटे जो फट रञग आया हे वहं 
एकददी चालखकेरमे सिद्ध इञा ठीक आया! अचयका मानम कै आते 
बटेगा तव र का मान ऋण होगा ओर वरावर य के दअन मान तक 


ऋण ही ऋण चखा जायगा पसी दशमे य अक्स नीचे वक्र वनेगा जेसा 
कि नीचे की आकृति से स्पष्ट हे । यहं आगः = अन ओर अश्च = २अः 


ओर कम =ग = मश्व 
ओर वक्र के धन कोटि 
य मान मे आशकगः खण्ड 
ओर ऋण कोरि मानसे 
छ ग,घच खण्ड है 1 इसं 





क छ ओं ् ञं - क (क म 
ष्छ्यं ० ओर रअग्क वीच य के मान मं आकगःघच का फट वक्र कर 
क 


समीकरण से अष्कग का अथोत्‌ सगअ का दूना छग होगा परन्तु 
फर के समीकरण से रदूल्य आया इस लिये वह असम्भव हे । रेख स्थिति 


१८२ चखरारिकैटेन । 
मृ यद्धे कि गश्च क फट के च्य र का मान ऋण मानो तव इस 


। ५1 = ) (~~ 
का प्ट = | (--र)ताय = ग | (ल्या + )तघ्य = अग कोज्या ---+सि 


टस ट्टिये समस्प्ूणं पट =ग 1 ञ्या---लाथ+ग | 





= रगञअ + सगथ = छगञ यदह ठीक होगा | 

पस रसे स्थानो मे र ऊ धनत्व वा कणत्व का विना विचार किये फलखानयन 
ठीक न रोगा) 

११२ जव कीं सीमिनवक्र क फट साधनम [रताय के मानम य क 


#.॥ 


४५९ 


स्थानमंक्याक्या उत्थापन दं जिसमे सम्पूणं वक्रका फट जाय इसमे 


ल स # ॥ 1 


संराय जान पडतो 1 रताय स्थानम । नाना ताचा इस का उत्थापन देने सं 


खुगमना हो जायगी इसमे चाके स्थान मे वक्र के परिधि का वा तत्सम्बन्धी ओर 
कोड चर का उत्थापन देने से सम्पूणं फट तुरन्त आ जायगा | 


जेसे दीघरच्रत्त मे ७७ वें प्रक्रम से 


तय = अ\“ (१--दङज्या्प ओर ग = अकोज्याष इस लिये 

त = क्यात्‌  _ ओर र. त ताचा = कथकोर्पषाप ताष 
। ५ २---रज्याष 

टसं लखिये 1 ततः ताचा = अक [कोज्या प्र ताध 


= ओ ( ९ + कोज्यारय ) ताप = ~ (ष ~ ~) अव सम्पूण दीधेचरृत्त की 


परिधिमेप, चार समकोण अथात्‌ २ दोगा इस लिये इस का उत्थापन 


देने से सम्पूणं दीधेघत्त ऋ कठ = क्छ = ह अ | यहीं प्रहरे भी सिद्ध 


इञ था 


कीं कटी य को कोटि ओर रको भुज मानकर्मी दो भुजो के बीच वक्रीय 
फट का साधन कर सक्ते हो | 


जसे परवलय मे रः = छ्य ,' . -,-- = य इस द्यि 


वक्रश्च का फडखानयन । १८३ 





हिरःस्थानं अ तक जो रेखा आर वक्र के चापं सरे जो वक्रजिवादु हुआ 
उस काहे । 
११३। २, ओर ४७० वं पकम से स्पष्टे किदो क्रोरियो (र.,रन) 


के वीच वक्र का फल = | न रताय =र.च९ + र्चः + , ` ` + रन-ष्वर 
य. 

यही हे । जाँ र = फ(य), र = फ(य०), र, = फ(य.) . - - - 

रन = फ(यन) इस लिये ६२ परक्रम की युक्तिसे प्रेदीरूप फट के पदोंका मान 

र८^य इस सों चे से अथवा फय)^य इस साचे से पकार कर सकते दै । 

यटा मी दीक वेसा ही अथं समङ्ना चाष्िये ओरच का सूचक ज्ेसा कि 
चटखनकटन मे परसिद्ध है८^य है । 

इस ल्िदो कोटियौके बीच वक्रका फ यौर८^भ्य इससे पकारा कर 
सकते है र^य के पदे जो यौ हे उस से यह समस्चना चाहिये कि/^\य के स्थान 
मे चः, चर -` `" चनकाओररके स्थानम र० र! र. . . " रन; का उत्था- 
पन देने से जितने पद्‌ होगे उन सवो का योग किया हा हे । 

५ वे प्रक्रमसे स्पष्ट जान पड्गाकिं यदि अअ, अ\!अरदइत्यादि का (जा 
अत्यद्प माने) ^+यसे भरक्राराकरे ओर करमःकथ. इत्यादि का र सर, 
पास की दो कोटि, तदृन्तगंत भुजान्तर = ^\य ओौर वक्र चापान्तग् स जा चतु्ज 
बनेगा उस का फट = र^\य यह दोगा | 

ओर रः के स्थान में र.) रः इत्यादि का ^\य कौ स्थान मे अअ, अ;अ९ इत्यादि 
का उव्थापन देने से रेढी के प्रत्येक पद क्रम से पत्येक वक्रचतुरभुन क 
फट हदोगे । 

वकर क्षेत्र कं फल ही से धीरे धीरे चखयादिकलन का पचार हया ! क्षे का 
छोटा छोटा खण्ड कर के पृथक्‌ प्रथक्‌ खण्डोंकं फटोंके योगसेपफलकादे 
आना भास्करः के गोखाध्याय के पृष्ठ फल देखने से जान पड़ता हे कि भास्कर कः 
समञ्च पड़ा था परन्तु इन से पटे भारतवपं मे -दइस पकारसे फटे आनेकी 
कहीं भी चचा नहीं हे । 


६८७ चठराशशिकखन । 


९६२४। दा वक्रो के चाप ओर उनके कोश्यन्तगस जोषये बनेगा उसका 
फृष्टानयन | 





[|| 

कर्पना कय कि कावप, एक वक्र का चाप ओर कवपत दूसरे वक्र का 
चाप, काक प्रथम को्यन्तर ओर तत दूसरा कोख्यन्तर इन से काकतत, वक्र ` 
शमेन जा वना है उस का फर जानना है । 

र अष के समानान्तर ओर य अक्ल के समानान्तर अनेक रेखा जिन मेदोदौ 
क्रा अन्तर बहुत ही अट्प हो खीचनेसे देखा अनेक, क्षे के भीतर आयत वन 
गये है जिनमें क्रिसी एक दर का फर (यदि अरु=य, दद = र ओर अम = 
य+ ^य, मटर =र+ (भर) (धय यही होगा । अव, वचश्पःप वक्रचतुभुंज के 
वीच जितने छे छोटे दर के फेसे चतुभज है उनके फलौ का योग यौ८५य.८^र 
यही होगा । यर्दा श्वे के देखने से स्पष्टे किं ^य सवं एक ही है इस लिये 


यौ ^य ^+र = 1 ख्च१/^+यतार = भय 1 ख्वश्तार 
ख्व लव 
ट्स मे ^र का मान अत्यस्प मानने से अ्थौत्‌ तार मानने स वव, प्प वक्र 
चतुर्थज के विलक्षण खण्ड है उन का खोप दहो जायगा । 


` फा((य) 


इस दिये ववपशप = ^य ॥ तार = ८^य -{ का(य)-क(य) ¦ 


फ) 


वक श्चेज का फटखानयनः । १८९५ 


यहां पा(य) = व, = उपर के वकर की कोटि आर 
फ़(य) = वट = नीये के वक्र की कोटि । 
इस प्रकार सव स्तम्मरूप वक्रचतुभजौ का योग ^ य [ फशछय)-फ(य) 
दरस सचि से निकार सकते दहो अथौत्‌ यदि अगा=गा, अच\=चाता 


कका तत = यौ^.य { फा(य ) --फ(य) } = | “ { फा(य)-फ(य) } ताय 


र] 


यदि द्विशुणचलखानयन की सीति से इस फट को चिंता इस का 


मान ४ 1 तार ताय केसा होगा । 
गा फय) 
११५ यदि जिन दो चक्रो के य = फा(र)। य = फ(र) पतं समीकरण 
टो ओर उन से सीमितक्षेन का फट जानना हदो तो स्पध दे क्रि 
ऊपर के मानमेय रको वद्र देना होगा ! अर्थात्‌ तव पेच का फट 


च्‌ (फ़ा(र) ५. 
|| । ताय तार प्सा हमा) 


गा फर) 
१९६] उपर के दोनो परक्रम की व्यापि दिखाने के लिये एकः उदाहरण 
दिखलाते है । 
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कस्पना कसो कि करुघ चत्त, मौर अलग परवख्य मे न मूखचिन्दु, नर = 


र्म = वृत्त का व्यासाद्धे, नञ = कञ = अ, तो यदि न चिन्टु.सेघ की भोर भुल 
९ 


१८६ चरुराहिकलखन ।. 


गणना करे तो चत्त का समीकरण र' = छअ-यः ओर परवख्य का समीकरण 

रः= ४अ(अ + य) होगा । क्योकि इस सिति मे न परवख्य की नाभी होगी । 
अब यहाँ यह इच्छा है कि घट चत्त का चाप, गर परवल्य का चाप, गघं 

परवसख्य की कोटि इन से जो गघट वक्र वाह होगा उस का फट निकाले । 


न 


१९८ वें प्रकरममे जो ण्सेक्ने्रौ के लिये फट का [अ || रष) तार ताय यहं 
गा फ(य) 
समीकरण है इस मे फा(य) = \८८७अल्ब +य), फ(य) = \८८अ--य चा = नघ 
= अ, । ओर गा= ० मानने से घग का फ 


"२ 
= | { फा(य)--फ(य) ¦ ताय 
6 
मअ ~ -9 ध ह 
स ॥ ! (अः + ७अय) ~ -- (अः -- य) ¦ ताय 
९ 


रेज ॥ १, `अ ध क 
| (४अ +.8अय ) "ताय- | (७अ- य) ताय 
6 ऽ 


1 १. व ॐ 


१. 
श ट अ 


१ 
+ 


१. 
मोर | (७अ' + छअय ) रताय = ईअ२(३इअ) 


मर 
> ^. 


[५ 


ओं ७ असयः) र्ताय = रजन्या. +य (अ~य) 
इस लिये | (ग~ य) "ताय = अ” 
७ 
ऊपर फट मानम इन का उत्थापन देने से 
रे १ , १ 
फ = | { (अः + ८ अय) च्ताय = (अ~यः) ; ताय 
अरे य 
= इ (\८द७--१)--अ । 


यदि परवलख्य मे भुज की गणना अ विन्दु से करं तो १०५ प्रकम से 


क अ -। र्‌ 
अनः परवख्यखण्ड का फर = --इ-- = -~- ओर. अगघ परवरयखण्ड 


चत्र क्षेत्र का कडखानयन । १८७ 


१ 
२ द दोनी 
का फट = ह ~~ नर = अ ८३ ` | इन दं | 


€ == छथ छअ^/ ~ 
अन्तर नघगल वक्रचतुशुज का फर = ४अ\८ ३ - -३- = 4 २७--र) 


इस मे चत्त के चतुर्थारा धनल को अथौत्‌ अन्इस को घटा देनेसे 
ञ्‌ र स [क्स्‌ 

ग्घ वक्र सत्र का फ = इ-(\८ २७ --१)--अ । यदी पटे भी सिद्ध 
हा था। 

दसी जगह यदि अट परवदख्य का चाप, कर, वत्त का चाप, ओर 
कअ भुजान्तर से जो क्षेजदे इसका फट अपेक्षित होतो श्रेत से स्पश 
हे करि नसे यदि ककी ओर सुजगणना करे ओर भुज दही को कोटि 
मान छं तो यहां वृत्त का समीकरण र'=छअ्यः यह जो है उस 
से यः = धमर ओर परवख्य का समीकरण रः = ७अ (अ~य) जो 


रर 
यह्‌ होगा उस सेय ~=-अ- लतं 


| १५ न ८. 
अव ११०बं प्रक्रम से फा(र) = ५८ छअ-रः । फ(र) = अ - स 


ड नचा (फा 
चा=र्अ,गा=० ओर श्चे्र का फर = | | र ताय तार 


गा फ(र) 


२अ २अ व 
त | { फा(र)--फ(र) } तार = | " {५८उन्र-अ+ र } तार 


परन्तु | \८^ अरः तार = रअश््या + + २९८ (७अ--रः) 
अर ॥ व 
ओर 1 (अ+ त तारय 
दस लिये 


#.-1 २ २ । र ~~ अनौ २ अः 
© 


= अ” --ई अः यदी फट हुआ । 


इसे परवख्यखण्ड नअरु ओर वृन्तचतुर्थोदा नकर के अन्तरपर से भी 
निकाल सकते हो । इस तरह से जाँ पर जिन सीमा के भीतर फर अपेक्षित 


१८८ चटरशरिकःटन ¦ 


हा वह पग श्ये की आनि से उन सीमाभो को अच्छी तरह से जच कर तच 
उन करे उत्थापन से फट का साधन कम्‌ । 

जा दोनो वक्रान्पक भुज णक ही वक्र के रास्वा हो वहां पर १९७ ओर १९५ 
प्रक्रम की युक्तिव्हुनदलीकामक्णोहे जेमन किसी वक्र का यदि (र--मय--ग) = 
अयः यदट समीकरण हानो इसपरस रका णक मान र=सय+ग+ 
\., "(अ --्र) यह दूसग्‌ मय + ग--\८ (अ--यः) यह होगा । 
यद पाय) = पय + ग + \* (अ--पर) ओर फ(य) = मय + ग--\^ (अयः ) 
मान द तो फा(य) -- फ(य) = २\८(अ-यर) इस लिये वक्रराखा ओर कोल्य- 


त्तर ख उत्पन्न फट | ५ ९. (अ--य )ताय यह होगा । योय का परमाप 
ध 
मान--अ ओर पर्माधिक मअ मानल तो पदे चक्र का सम्पूणं फल = 
अ 1 । हः 
२ | ९८(अ--य)ताय = ण्य यहं हागा। 
"= 


१९७ अक्षी सुजयुग्म पर स वक्र का फटानयन। 





सपव वक्र मे मान लखे करि ना धरुवस्थान नाय नियत रेखा नापश्रु) 
^ यनाप ~प ओर श्रु = फ(प) । तो यद्वि नासप वक्रेतिवाहुका फर -आहो 
तो चलनक्टन के १५८ वें प्रक्रम से 
नाथा _ शुः _ _ {फष) 
ताप २ २ 
इस लिये आ = ६| { फ(व) } व्ताप + स्थि । यद्य वक्र म स विन्दु को कोड 


सिस्वित विस्दु समश्च | 
२ 
मानो स | -- = फा(ष) 


वक्र श्ये का फलखानयन । ९८२, 


तो आ= फा(ष)+स्थि. - ` ` ˆ - (१) 
कल्पना कसे कि जव ष = ष तव आ = आ ओर जव प = घर तव आ = आः 
देख लिये (१) समीकरण से 
आ.--आ, = पा(पर)--पफा(षर) = ३ [१ { फ(ष्) ¦ ताच 
धर 
यदि श्रुति ओर स्पर्शरेखा से उस्यन्न कोण का मान म॒रक्खो ओर ध्ुवस्थान 
से स्पर्यरेखा पर पड़ इण छम्ब का मान र मानो तो चिकोणमिति से 


ज्याभ = -- = श्च त (चरनकलटन के १५५ वं प्रक्रम से) 


1 
दसं एट्यं आन [श ताप = ६ | ताता 
म ३ | थ ताचा = 2 व खुताचा -* * * * ˆ * ° * (२) 


यहाँखकामाननचाके फठरूपमेवा का मान ठखके फल रूप में 


जाननेसेआकामानचावालरके फर रूपमे जान सकतेषो। 


&। 
अआ = ६ [ल ताचा = ६ [ल स्र ताश्च (लम 9, 


७५ प्रक्रम के (दोव समीकरण से । 

उपर दिलंखाये इण तीनौ समीकरण पर से अनेक वक्र का फर जान 
सकते ह । 

१९८ सामाखिक सर्पि का फटखानयन (जिस वक्र के समीकरणवा 
नाम इत्यादि मे संराय पड़ तो चरखनकलटन का २८६ यक्रम देखना चाहिये) । 


प 
यहां श्च =अदकडस लिये १९१७ परक्रम के (१) समीकरण से 


= 
अ= ६ | जं क॒ = इक +स्थि। 
ध ~ 
मोर जाम, = च| इ द + | = मुर-शु) 


क 


इस खये श्चुर+ धरु, ये दो भुज ओर तदन्तगंत चक्र का चापदनसे जोष्षेत्र 
होगा उस का फर ई (घुः-श्र) यदी होगा| 


१९० चटरारिकटन । 


१९९} अष्लीय भुजयुग्म पर से परवख्य ऋ फल्मनयन । 
चटनकलन के १०८ परक्रम से | 





यां श्र = ---- इसलिये 
कांल्याष 
् 
अ । लाप 
अ = -- | ------~----- = अ ? + स्प ~) तास्प श्य 
ष कोञ्याः रय ( दप) ४ 
२ क्‌ ट 1 [क 
== (स्प? + -ङ्- ) + {स्य} 


(~ स्परे व ॥ 
दस लिये आऽ-आः= अ (सपद + - दू ® अ (स्परपट-ईस्प दपर) 


इसमे यदि प ० भरपर=->तो 
आरभ! = अ(९+ 3) = ई = > => अशयात्‌ प्रचय के नाभिग कोरि, 
तत्सम्बन्धि हिरःस्थान से मुज ओर परवल्यका चाप इनसे वने क्सेत्र का 
फर 2 अ > रम यह वदी सि ह जो १०५ वे परक्रम से सिद्ध होता हे । 
१२० जिस वक्र का अक्षीय समीकरण श्रु = अ(प + ज्याप) यह है उस का 
फलानयन । 


यटा आ = २ म॑ | (प + ज्याध) "ताप = --- (र + रय ज्याष + ज्याष)ताष 
परन्तु 1 प्र ज्याप = -पकोज्याप + उ्याप | 


गष 
ओर ॥ उपा प ताप = ६ (९-कोज्यारष) ताप = १८प- र ) 


अ 4 म 
आ = -अ_ { -प_ --रषकोज्याय + रज्याप + पू -- ज्या } + स्थि 
२ (३ | 
यहाँ यदि ° ओर के वीचपकेमानमेफडखवंतो 
अ (दे, 7, ~ 
फट = 9 ५ + + २) । 


५ (+ २) ् _कोज्याष-\८ (कोज्यारष). न 1 
१२९] यदि क्र का अश्चीय समीकरण श्वु = २ अ कन्याः ॥ 
प्सादहोतो 


न 8 [नि + को ज्यारष-२ को ज्याष(कोञ्यारष) 


ताष 
ज्याःष 4 


वक्र श्ये का फलडखानयन | १९१ 


१ 


ल्या र न क कोऽ ७५१ ल्य ५ 
ध शि प +कोज्यारषताप-+ मं | ज्याप\^ कोञ्यारप) ताय 


ज्याष ल्या 
+ प 
परन्तु 1 कोऽया श्या अ+ च व. ताप = [ (रकोस्प्-- १) कोके श्पताघ 


= कोस्प्--> कोस्पस्प | 
<. (-कोञ्याष^^(कोस्यारष)  (\८ (१९- २ स्या) ताज्या 
ज्या'घ स्या 
इस मे मानोकिज्याष्र =-९तो 





८ ( १ --२ ज्या'घ र 1 
ॐ १ 3 
~> ~>. ५ -२ ९ 2 ~ -9 2) र 


= ् ४ 
-- 3 (कोडेष-२) ° इन का उत्थापन आमेदेनेसे 


आ = २अ. कोस्पष -- ् कोस्प्ष + -- (कोरे प -->२)२ + सि 
२ २ अ *,२ 1 र २ (क 
= २अः कोस्पष + --- 4 (कोङेषप--२)ः -- कोस्पर्ष , + सि 


न (अः ५२ २ 
= पअकोस्पपषर + ४ ह (१--रजञ्या = = पकोस्परपर ॥ + स्थि 


न= अ 
= २अकोस्पब + -४ अ ( कोल्यारष ) । कोञ्यास्प > 
द ज्याष 


१२२ जिस सपिंरु का अक्षीयसमीकरण शरु = अपन यह है उस का 
फटानयन । 


< 8 5 
यटा आ = ॥ श्रु ताप = ३ | मंन ताष = = | पनताष 


अ अ अषप श्रु ञ्च 
२(रन + १) २ २न + १) स्थ २ (रन -+१) स्थि 
र स्न्‌ +9 
= शु (अ)न _ > ( ४ ) रा (> श्च स्‌ 





ट = { 
ररर +“ धि + स्थि 
अ (न+) 
यहो क्षेचर के लक्षण से जव प = ०, श्रु = ° ओर फल = ० इस खिये स्थिराङ्क 
दन्य होगा । इस मं यदि न= १ तो सपि आकिंमिडिज्ञकां हो जायगा इसकी 


१९२ सअटखरहक्रटयः। 


आरति चन कलन के २८६ प्रक्रमे छख्खीदहै य्दामी बोध के लिये नीचे 
ट्वा दहे । 

इस मे अ, धुव, अय -स्थिररसा जिससे पकी गणनाहे। य सेतकी 
ओर धन गणना है) जवप्र = ० तवश्रु = अप =०। जवच=>। तवश 
=-= अड जव चर, तवश्रु = ऊग= जथ) 





इसी तरह जव प = रग तवश =२अ >=अक। इसलियेअ के चरसि ओर 
(~ ० ५ ॥ 
श्रुति के एक वार धूमने में अडटपयथय ड प॑ क खण्ड उत्पन्न हुआ । 


दरस खण्ड ओर यक भ्रतिसेजो क्षे वना दहैरउखका फट उपर फट के 
यन्‌! १ 


५५५ | ^ श मै + अरौ 
समीकरण मे अथौत्‌ -& इसमे नके स्थानम ओंरश्रुके 
२अन (रन्‌ +र) 





५ ९ ४ । ^ कण उट 3, [0 ति नि य 
स्थानम 1 उत्थापन देने से ध 


= त [ होगा थदि श्र =-२ अग । रैर ज्व श्रुतिकादो फेय होगा तवश्रु 


५8 क = श्नु 
= म् र््चु रसं ऋ फट म उत्थापन देने स्त “थ यह्‌ मानं जो 


आवेगा इस मे अ के चासते ओर श्चतिकेदो वार घूम जाने के कारण अडर्पट 


थडं पक दो वार आजायगा इस लिये श्रुति के दो वार फेर करनं से 


क 


¢ र र पशु पशु २ ।; 
' सर्पि का टीक फट = 1 - = यहं रोगा आर ,. 





वक्र क्षे का फटानियन | १२.२९ 


ननो = ~ श „. उ ग्श्चः प्श २ देन्श्ु र 
दीनो फरो के चापो के अन्तरम >~ व 


= र्ग्श्चुः यह फर होगा । 
४ मै क ४५ 
दसी तरह श्रतिकेन वारफेरा कर्नेमेश्यु=नश्चु ओर न~ वार फरा 
करने में श्रु = (न--९) श्रु । 


(नश्चु)ः-(न-९) श्रुः 
श्न 


५ 





दस स्यि श्च'के न वार फेण करनेमे फल =ॐ 


= च { न.-(न--९)२ } 


ग्ध्य ४ 
ओर न+९वार फेय करनेमे फर त { (न्‌ + १)-- नः | 





इस खिपि न ओरन~+? वारफेया करनेमे दोनो चापा के अन्तर में 
२ त म्‌ 4 
फट = --2- {| (न + ९) + (न--१)-- रनः | = र १८ देन = रनन्श्ुः 
= प्रथम ओर दूसरे फेरे के चापौ के अन्तर सम्बन्यी फल कान गुना यह 
सिद्ध होता हे । 
दख सर्पि के विषय मे आगे कुक ओर विचार किया जायगा । 
१२३। इल्ामूटक के फल का आनयन । 


यँ श्रुः = २ कः कोञ्यारष 
र 


<्यारष्र + स्थि) 





दहस लिये आ क | कोञ्या रष तापर दर 


¢ ७, 


यहा बकर के लक्षण स जव ष =° तव आ = ० इस लिये स्थि = ०। 


२ 
तब अ = ६ 


# 


ज्यारष इसमे ष फे स्थान मे 2 का उत्थापन देने सं 





° म्‌ 
चतुर्था फल = - इस को ४ से गुणने से संपूर्ण इखामूखक का फट = २ कः 
१२७। दो वक्र के चाप ओर श्रुत्यन्तर से वने क्षे का फटानयन । कस्पना 
करो किं अ धरुवस्थान ओर अय, अर अक्ष से जो कावश्प,त कवपत वक्र के चाप 


ओं काक कय न 
र काक, ततःघत्यन्तर से श्प हे उस के फर का ज्ञान करना हे । 
4% 


१९७४ चटखरारिक्टन ) 





| 4 १००५ प 
द 2 
* $ 


अवचः, अपप, अत्यन्त निकर दो श्रुलि रण्वा खीचो) अवनश्रु, अपनश्रु+ 
श्रु । अव. = श्चुः ¦ अपः =श्रु, + (श्रु, । ओर 
८ व९ अप? = ^ । ओर कवपत व्र का सम्मेकरण श्रु = फ(प) ओर 
का वपत, का खमीकरण श्रु = फा(प) समको तो पव ओर पव, को अन्यस्प 
होने के कारण सर रेखा मानसख्नेसे 
अकव, अकप वक्र च्रि्रुज का अन्तर = चप =३८^ष श्रु (घ+ ^श्रु) ओर 
कावः! काप, का अन्तर = ^अवश्प, = ८प श्रुः(घु९+ (“श्रो 

दस लिये दोनो का अन्तर = काकपप-काकवयः = वमवपपः = ^+ = 
२८४प { श्रुषघ्रुः + (श्रो धु(धु + (श्रु) ! 
^~ 
0५ 
दसम प मान रुन्प मानने से ध्रु=गश्चु=-०, इस लिये 


तय = ई (श्रुः-श्रेः) = ३ [ { फा(ष) ¡ ~ 1 फ(य) ; | 


इस लिये ^> = ६ { घुर ^) ध्रु + ^श्रु) ; 


इस लिये अप = ॥ [ { फा(ष) ; ~ { प) ; <ताप 
यदि ८ यका = अ९, ८ यथत! = क! तो काकचपततःपष्वका का फर आ = 


४ 1 फ) = (त~ ^^ ५१) 


6. 


1, 0 1 


जय | श्च लाधर = ~ स्थि दस रिप ॥ फा) श्रु तान्न्‌ | 
| फ(ष) 


वक्र कँ चाप का आनयन २९९५; 


[ { फा(प) { (च) } "इख पर से (१) समीकरण को द्विगुण चलानयन 
कीरी ^+ ध्रु ताश्च तापर से छिल सकते हो । 
अ फ(ष) 


१२५ इसी जगह यदि घ = पश), घ, = काश्च) स्सेदो समीकरण क वक्र 
केचापोसे ओर श्च =अ, श्व, = करसे समीकस्णकेदो व॒त्तोके चापौ सरे वने 
श्वे का फर जानना हो तो मानल) कि कककरका, तततत^ दो वक्र के चाप 
ओर कवपत, कावण्पतः दो चत्त के चापदैजिनकाञ के्धदै। अ केन्द्रसे 
द्कवप॑त, ओर दष्क्वश्यःत॑ः चत्त का चापतण्ड वनावो जिनके व्यासाद्धं श्र, श्र 
+शु । तो चटनकलन के ९५९ वरँ धक्रम से त॑तरप॑ःवीःक(कवय॑तं का फल = आ 

_ 1 श्रु (षर) + (धु क्रे अ । ^ श्रकाभागदरेदेनेसे 


आ _ श्ु(ः--प) + (श्ु+ ^ श्रु) (प--प) 
श्र २ 


इस दिये 


~न =श्रु (घ) = श्र { फा(शघ)- फश्च) } 


दस स्टिये अभीण्र श्षेचन का फट 


: | ऋ । { कफा(श्रु)--फए(क्रु) 1 ताश्च --*** "~~". (१) 
अ 
जव | श्ुताय =श्रु [ताप =श्रुषःश्रु को स्थिर मानसेसे 


इस लिये | का) श्रुताय = श्र { फा(्र)--फ(श्र) } 
फ(धयु) 
इस लिये दविगुणचखानयन की रीति से उपर फे फट को 


{0 भर) श्र॒ताप ताश्र उसे लिख सकते हो । यदि यदहं दो वक्रौ 
अ फश्च) 
के चापान्तगेत सीमित दोनो क्णो के अनेक विभाग कर धुव विन्दु से प्रत्येक 
विभाग पर गया एेसा अनेक वृत्त बना डालो ओर वक्र चापौका मी अनेक 
विभाग कर प्रति विमागोमंजोरेखाख्गादो तो रेखा ओर चत्त के चापखण्डौ 
सेःजनेक चतुभज होगे जिन मे किसी एक का फट = ध्रष यह होगा । 


१९.६ चट रारिकलखन 
९२९। जैसे अपक, अपाका वृत्ताद्धं के चपौसे ओरक्का रखासे चने 
घेन का फट जानानारे तौ मान 
८3 {-3 = ग्‌, अत्प्या = च 
८ काथपा = षप,तोथप= श्चु = 
गकोज्याप,'सपा = श्च = चकोज्याष 





अभीष्ट फल = | = 1 साप) श्ुताभ्रु ताप = [2 चकोज्याप श्रुताभ्रु ता 


अ९ फ) ° गक्रोञ्याप्र 
४ | चकोज्याप श्रुताशर = 3 (च -गभेकोच्या् 
गकोञ्याप 


इस लिये अभीर फट = १ (च-गः) | २ कोज्या ताप 
५ 


99 । द ~ ने 315 न्ट प्र हु 
इस में | काज्याप ताप = | + वाय ताव = ए + न 


स द्ध | 


> (चः-गः), 


^+ > 


कोस्याप ताप इस का उत्थापन फट मे देने से फट 


दसी क्षे का यदि अक व्यासाद्धं से वना ककरः स वृत्त चापसेदो चण्ड 
करं तो प्रहे म, सक, अपक, वृत्त चापौ से वने ष्षे्न का फट १२५ वें प्रक्रम 
से, स्मन द्म क्रि फपस एक वृत्त का चाप, ओर दूसरे चृत्तकाञअ विन्दु रूप चापः 
9 = ~ र € 
पकः चक्र अपक वृत्तद्धं चाप, ओर दूसरा अस वड़े चत्ताद्धंका चापडइनसरेवना 
द्ध्म क्से हे । याँ श्र = गकोज्याव । ओर दूसखसी श्रु = चक्तोज्याप 


~ भ 131 ५५, श्र 
इस ष्चछ्य वष कन्या ^ =. + आर धः! = क ञया क +क = ग, अ=9० 


[2 


ग 
इन का उत्थापन देने से 
कोज्या" = 
#। गृ 
॥ | (भरश्रुताय ताश | | श्रुताषताश्र 
५ प (श्र) 


कोज्या -! 4 


वक्र के चाप का आनयन) १९.७ 





कोञ्या - ~ 
यहं || भ्रुताष = श्रु | कोञ्या -' -4 - 
त ह श्च "णि च 
ज्या स 


॥ | श्ुकोल्य ~ ताश्रु = र { (ररः - चः) कोज्या ° - 
-श्रु\८ (च -शु) , 

| श्रकोज्या ह ~~ ताश्रु = र { (स्श्रुः- गेकोज्या = 
-ध्ु.८^(ग--शरु) । 


~ ~, (गा श्रु 
इस लिये | कोज्या -" च ताश 


= > { (रगः-- चः) कोज्या -! च -- ग\८ (च-गः) + चः द ` 


आर | श्रकोल्या - ६ 3 1 गर ग } 


(५। 
इस लिये 


च श्रताग्ताश्च 
कल्पा 


कोज्य  -श्छ 
| | 


॥ 
{ (रगः--चकोन्या -*= -- ग\८ (च~ गः) + ‡ (चः -- गः) ; यह एक 
खण्ड का फर हआ । 


अव कख वृत्तचाप, कास चुत्तचाप, ओर ककारेखा से उत्पन्न श्ये के फट 
साधनमेषकवक्रके चापको कका रेखा समश्चो ओर दूसरे वक्र को असका 


मानलोतोष=० = फु), ष९= कोज्या = फा(थु); कच, अ=ग। 


इनका उत्थापन १२५ वें पक्रम के ( १) समीकरण के दूसरे रूप में देने से 
“फा -श्थ् 
| | (भर) श्रतापताश्र = ॥ तन नं भुतापताश्र 


यहा भी परे खण्ड के फट साधन के ठेसा 


१९.८ सरखरयारशिकखन । 
कोञ्या -थ ति ध्र 
| = श्चुताप = श्र काल्या न 


(शुको पा `" ख ताश्रु = 1 (रश्रः-- चः) कोज्या प्र\८ (च--धरः) ४ 


इख लिये 


ग ( काल्या 
< श्र श्र 
| | थ ताप ताश्च 
य 


भ 
3 { ग\८ (च--ग) -- (र्ग-चकोज्या ‹ = ; 

यदी दूसरे खण्ड का फट हुआ । 

अब इन दोनो खण्डां का योग करो तो ट(चः-गः) यह सम्पूण क्षेत्र का फ 
टीक पठे ही के तुद्य आया । 

१२७। यदि अक्षीय समीकरण पर से १९५ प्रक्रम के अटक क्षे का फर 
साधन करे तो यद न को ध्रव स्थान माननेसरे परवलयका समीकरण 
श्र = 4 जर्दषका मान नक रेखा सरे छिया गया द । ओर चत्त 

~ कोज्या 
का अक्ीय समीकरणश्च =प्अ । इस लिये पे श्रु के वदा चखानयन 
~ (~ (र्भ 
करने से अलक क्रा फल = श्रु ताश्रु ताष 
° अच्पू 
दसी जगद यदि पके वदा से पहछे चससनयन करे तोष 


अ 





श । द [स ष्प्‌ || 
मान रेने से अल्कका फल =. श्र ताषताश्च। 
[| ^ हि 


= कोज्या - 
। ६1 
यदि घटर्ग का फट अपेक्षित रो तो घरग का अक्षीय समीकरण 
अ = 
श्च = -- - अ ._ अर नग = अ, ८ कनग = ॐ, ओर मानलखोकिषः 
कोञ्याष 


= कोज्या ` - ओर पर = &3 | । अच यहां पटे प्र के वदा 


५ 


वक्र.कं चाप करा आनयन) २९९ 


चलानयन कर्ने से घटग का फट = 8) श्रु ताषताश्रु । इसी का 
ग्य धर 
फल नग रेखासे दो भाग कर पृथक्‌ पृथक्‌ छव तो पटे उस 


(~, ~ > (` 3 (अङ्के 
खण्ड का फल जिस मेख्ग चापद | ॥ ^ श्रुताश्रुताव 
-इ भअ 
+ "~ अदेय 
यह होगा फिर दूसरे खण्ड का फ़ल = || | श्रुताश्रुताप यह होगा 
व १२ 


ओर इन दोनो का योग ठीक पदे के वरावर क्षेत्र फर निकट आवेग । 
इस तरह से जहाँ पर ज्ञेसा खुभीता जान पड़ तहां पहले श्रु के वदा अथवा पके 
वदा चदखानयन करो । 

१२८। २२ प्रक्रम मे जो आकिंमिडिकज्ञ का स्पिंट है उख में 
ववम को एक वक्रचाप ओर भः भमन को दूसरे वक्र का चापखण्ड मान छो 


२ (फा) 


तो १२७ प्रक्रम की युक्तिसेवः भर्नमका फल 0 क 


घ 
फेला होगा । यहाँ फ(ष) = अपर ओर फा(षर) = अ(घ + २) मानो तो 
फा) श्रु ताश्रु= २ { फा) } -- { कच) } चु 
फ(ष) 


शरु ताश्चुताष 


५ 
= (म ष + धवन + छ्मन--अ्वः) = दू ॥ +) । 


ओर अः त अ { (ष + ८) षः } 
मण्णा प्रं + 4८) ~घ तात = === प अ ~~ ~ ~ 
भ ॥ २ 1 +. ॥ क र- ३ 
इख लिये 
५. म्‌ द ३ ५ 
प्र फ(ष) 


_ अः । > दषाः + १२7८ + <1--दषशः-- १२०८-८ ) 
त 111 क 
२ सि 


२ 


| २ 
स 1 षः + षर षरःप८-8षरपय | न सत { रप(षर-षः) + ४१८२(ष९-षर) | 


२०० चवखराशिकटन 


यह फल हभ । इस मे यदि पर= स्नव ओर पर = (नर) हा त। 
न ओर न+ वार श्रु कं फसा कर {नौ चापौ करे अन्तर काफट 


440 
१. 
५ 


= ~~ { २ १(ष-पः) + ५प्८({पर-पर) ॥ 
पप्(७न'--- छनः 7: + (न --8 7) + ८८० | 


= छ (९६ नगः) = <न =रण्न८न्अ = रन्नश्रु 
यही ठीक १२य्बे परक्रम मे मी उत्पन्न हुआ था परन्तु इस क्रिया सं वहत ही स्पण् 
रूप से उपपन्न हाता दे ओर य्व भ्रक्रममं जा युक्ते ष्टी हे वह वड़े गाम्मीयं 
विचार करने से तच मनम वटतीदहे॥ 


९२९ अपचक्राख्द के अक्षीय समीकरण पर से फलानयन । (११७ 


खश्रुताप्र 
[न नि ८2 न ^ कि 
परक्रम का (३) समीकरण देखो) फट = आ = ३ ॥ र्न 


ग्य) 
यहां षप केख्क्षण संख (गजभ (८२ प्रक्रम देखो) 
श + (ग\८ (्यु-जशश्चुताश्रु ग (५८ (भ्-अगश्रुता्न 


८ ग्‌ व £ सि वः = धयः 
मअ ./ ^^ (ग-अ-व) = 


। वतावं व~-(ग-अः व 


९८ (म -अ-व ) ९.८ (ग.-अ-व } 
ताव 
+. | "(म-अ-वः) >. )| ^ (तस-अग-वर) 
1 ९८ (गअ वपताव = ञ्या-? जः 


-- व\८ (ग -अ--वं = ग.-अ ल्या-,-५८ (ध्‌ -अ ) 
म्‌ २ ९८ (ग -अ ) 


~ ५८ ल~) रल पर से 








ग्‌ ~अ 
४ 


भ 


श्रन्अ ओं गं इसके भीतर का मान = 


^> 
धु 
4 





वक्रक्षे् का फटखानयन । २०९ 


, ग --अ 
च 





इसमे ग के स्थान में अ+म्क 


^| >) 


को ग. सं गुण देने से 
का उत्थापन देने से 
(अ + म्क) क (अ + क) 
दथ 
घूम जाने से जो वक्र का अवयव ओर तत्सम्बन्धी श्रुतियौ से उत्पन्न 


(अ + रक) क (अ + क) | 
अ 


इसको दूना कर्ने खे चङितच्रत्त के एक वार 


घेन का फट = 


यहां पर दोन शरुति्यँ स्थिरघृत्त के व्यासाद्ध=अ है ओर तद्‌- 
स्तर्गत स्थिरघ्रत्त का चाप चित्त के परिधि र्कम तुस्य दै इस 
लिये उस वृत्तलण्ड का फर = अकम इस को उपर के फर मे घटया 
देने से स्थिरव्रत्त के परिधि ओर चक्र चाप से उत्पन्न फर 
_ (अ+र्क)क (अक) _ __ 
अ 
~ क(अ'+ देक ¬+ रक) अकम _ "क (अ+ स्क) 
अ अ 
इसी तरह से अतिचक्राटव्‌ मे यदि अक तो क का चिह्न वदङ 


अक 





देने से फट २क^(२३अ--र्क) यह होगा । 


१२० एक वक्र का फ( + -, क-)=ग - ` ` ` (२) यदह समीकरण आर 


दूसरे चक्र का फ(य,र) = ग यह समीकरण हे इख को (२ ) कदो अव इन दानो 
वक्रौ के किसी साजात्य अवयव के फलों का सम्बन्ध जानना हे । 
(१) मे यदि करय ओर रतो (९) में 
। चये (२ ५ _ । र ताय १ 
ताय = अताय इस लिये (२) का फर = [स्वाय = |>" = 1 रताय 
अथात्‌ (२) का फट = --- ५ (१) का फर 


(वि 


इस लिये अक >< (२) का फट = (१) का फल । 


४५ 


जञेसे (९) दी्ैवत्त मे यदि केन्द्र को मूल विन्दु मानो तो 


यः र | 
र ~ कः त) ग क 1) (१) 





२०२ चटरारिकलन । 
न 9 „ट र 4 प = ४ व 
ओर वृ्तमे य +र = १ (जिस का ञ्यासाद्ध = दे) ˆ ` * (२) 
दरस लिये (2) का फर ‹ यक्त = (१) का फल 


अर्थन्‌ (१) का समग्र कड = (२) का समद्र फट ›< अक्र = अकम 
> यही पटले १०४ प्रक्रम मे मी उत्पन्न इया था 


५५ 


य न 
(२) अतिपरग्बल्य में ~न - द्भ = ९ ` ` ` ` (९) 


ओर समातिपरवद्य म यर = - - ` ` (२) 


टस स्स (२) क्रा फल > अक = (६) का फट) 


न अ. समीकरण हे उस 





(२) जिस वक्र का | 


1 कः म | नः | ४ 
वु पट क जानना इह । इस म याद्‌ य=अय ओर र~कर तो वक्ते 
~; {८ 
अध्य , कर 1 
कछ समीकग्णका रूपान्तर (यः +र) = त 9 (२) 


पै # 1 


अव दस के फट को कसे गुणदेने से अभी वक्रका फर ऊपर की युक्ति से 


हो जायगा | 
(२) के फल जानने के लिये इस का मीकरण वनाव तो 


२.१; 


# ५ भ कन क पन 
ध्र" ~ भथ „ऋ श कामागदे देसे 
त्‌ ४। 


य ४ ज्य ४) ते "श | 
श्र = ५ । ध (| 
४. त म्‌ 





५ 
4 
९) 


र अ्कोज्याप कञ्याश्य 
टये फट = ॥ श्रु ताव ६ | ती ५ ¦| ताप 


०५५९ 3 (व 
= | २ + ~ रप्‌ तोय + क || क(ल्यापप त 


२ 
& क (ष ज्या) 
र ममर \र ५ 


॥ 
॥ 


पका मान ० भर < माननेसे 


अः कृ . = 
चतुर्था एर = दतर मर दस कौ ७ गुना कर देने से समग्र 


[१ 


कट >= 2 | ् र| ओर इस को अक से गुण दने सं अभीष्र यकर 


वक्रश्च का फलानयन । २०२ 





का समग्र फल = चकन | 


ऊपर फे सिद्धान्त अर्थात्‌ फ.) ग । फ(यःर)=ग इस मे 
अ-कतो (९) का एल -अ(२) का फर पसा होगा अधरान्‌ दोनो 
वक्र सजातीय होगे ओर (२)फे फट को असे गुण देने से (९) का 
फट होगा । देखो पसेदो वक्रा मं सजातीय मुज वा कार 
का सम्बन्ध रहेगा आर फटमे अर इस का सम्बन्ध । इस्त लिये रेा- 
गणित से ज्ेसा सजानीय ऋजुवहुभ्ुज पेना मे धम्मे सिद्ध होता दै 
वैखा ही ऊपर की युक्ति से सजातीप्र वक्रो मे मी सिद्ध हभा। 

१२१। चक्र चाप ओर वक्र के अवल्ूतचाप से वनेष का फल्टानयन। 
९६ प्रक्रम के (१) ओर (२) क्षेत्र मे वश्व को तनिक सा उखावता दूसग वक्र 
जातीयन्यासाद्धं कामान होगा दोनौ को वहत पासदहोनेसे यदि तस्य माना 
आओरवः के पासरद्यी चित विन्दु मानो ओर इन दोनो उ्यासाद्ध{ से उत्पन्न 
कोण का मान व, मान रो तो स्वव्पान्तर से दोनो ऽयासाद्धं, ओर चक्र का चाप 
इन से वने वृत्तखण्ड का फर ^ आ = 3 वव ८^व, 





ओ ८ ध ~ ^ ताञ 
र = १ ववः अव इसमे /^\ व! = ० मानो ती टीकर रक 
श्र च ५१ द्‌ ८\व ( त्‌ तात 
= १ ववः यह अभीष्र क्षेत्र के फट का तात्कालिक सम्बन्ध ताव के च्डासे 
उत्पन्न हुआ 


यट यदि आ को अवल का चाप, वक्र का चाप, ओर द्रौ चक्रजातीय- 
व्यासाद्धं इन से बने पछषे्रका श्ेचपरु समश्चो ओर दोनो वक्रजातीयभ्यासाद्धे 
सम्वन्धी व, का मान कवर, व; मानलेतो 


अ [ कववताव, यह दोगा 
चर 
यहो वव! वक्रजातीयव्यासाद्धं के स्थान मे वि= नन ( चटन- 
4 


क 


कलन के १७१बे प्रक्रम से ) इस का उत्थापन दे दें तो 
आ = ६ [वि ताचा = [चि 7 ताय येसा देगा 


९३२ कातन्वली उसका अवरत ओर वक्रजातीय दो व्यास्राद्धं इन से चने 
स्मे का फलखानयन | 


२०४ चरुराडिकलन । 
यहा चा = ग- स्पव\ (९० परक्रम से) 


ट्स दस्थि ताचषएन्चवि=ग करेष्व, 
ताव 


अ(र ा-र | वितावचः = 1 चः गछ" व ताव, 
च्‌ च. 





यर्दा | छ व९ ताव, = स्पव९+ ^ स्पशव, +स्थि 

ट्ख पर सेव, वनका दृप्रमान मानने से अभीष्ट क्षे का फल जान सकते हो | 

९३२। चक्र के प्रतिविन्दु सम्बन्धि स्परोरखाभ के ऊपर कोद स्थिर विन्दु से 
(जा कि उसी धरातल मे टै जिसमें कि वक्रदे) म्ब ङे ओर इन टम्बमूल्लो 
मे लगाकर एक वक्ररेखा करद्‌ तो इस वक्र को पले वक्र का पाददल कहते हँ । 

जिस स्िरषिन्दु से टम्व डाछे गये है इसको पाददलट का मूखविन्दु कते दै 
ओर जिस वक्र का पाददलट वक्र वनावोगे उसे पाददल का भूलवक्र कहते ह | 

१३५। पिछले प्रमो से स्प हे किं मूलचिन्दु से पाददट के मूख्वक्र के कोद 
दरो स्प्शीरेखाओं परदोटस्ब डे जार्यँतो पादेदट का चापर ओर इन दोनो 
टम्बोसेचने क्षर का फट => | रष्तापर ( जहाँ कोई नियत रेखा ओर लम्ब से 
उत्पन्न कोण = पदै) क्योकि पाददल मे मूल वक्र के स्पशेरेखा पर जो मूलविन्दु 
से ख्व डा जायगा चह रम्वही श्रुति होगी | 

कर्पना करो किञ,अ दो मूखचिन्दुओ से दो पाददल णकदी मूटवक्र 
से वने है! ओर मूख्वक्र के किसी दो स्पशरेखा पर दोनो मूलविन्दुौ से ट, ख 

म्ब डाछे गये द 1 नियतरेखा समानान्तर हे । अ मूखचिन्दुसेअकीौश्चुति, श्रु 


किप 


रैर ध्र ओर नियतरेखा से उत्पन्न कोणप्र्डेतोधकेदो मानौ कं भीतर पहछे 


[क 


पाददट काफक नञा = | छताप्र, ओर प्र के उन्दीं दो मानौ के मीतर दुसरे 


पाददरु का फल = आ = [ ताप 


परन्तु कं = क--श्चु कोज्या (च-षः) 


चक्र्षे का फलानयन । २०५५ 


दस लिये द॑" = छः + रश्च कोञ्या (ष--प,) + श्रु कोज्याप(घ-प,) 
ये आ = ३.८ खता ८ श्चरखकोल्या (प-पः)ताप 


् 


= २.८ श्रु कोञ्या (ष-पणेताप्र 
आ -.^लघ्चकोञया (ष--षरोतापर + २.८ कोज्या (पर-पर) ताय 
= आ--.^टश्ु (कोञ्याष कोज्याघः + उ्याय ज्याप्र) ताप 

२.८्रः (कोज्या कोल्याष, + उ्याप्र ज्यावर) ताप 
= आ--.^टख(यकोञ्याष, + रज्या) ताप 
+ २ ^ (य^कोल्या व + यरलञ्यार्ष + र ल्यष) ताध 


यदि य = श्रुकोञ्याषः । र = श्ुज्यापः ~ * ` * (१) 


॥ 


(९) मे /^“टखक्ोल्या पनात = च,./८टज्याधनाध = ज 
> कोञ्याप्य ताष=त, 3 ./^ जउ्याप्पताद~-न,3 ./^ ज्प्ाग्कोञ्प्रायताप=म 
टन का उत्थापन दे देवो जां सर्वत्र पकी दोनो सीमा एकी है 
तो ज = आ-(चय + जर) + तयः + स्मयर + नरः 8 
१३५ कस्पना कये कि किसी वक्र का अयः+कयर + गर^+ घय + चर + 
फ = ० यह समीकरण हे । इच्छा हे किं यह पता लगाचं कि यह कोन सा वक्रटहे। 
यदि यह वक्र मूखविन्दुमे भीगयाहोगातो स्पष्टे किफः-०। कल्पना 
करो किं मूखविन्दु मे नहीं गया दै तवकका दोनौ पक्षौ मे मागदेने से टन्धिओं 
कोक्रमसरेअ, क इत्यादि मानलेने से उपर के समीक्ररणका रूप 
अय +क यर +गर +घप्रचर+१९=9० 
जिस विन्दु का वक्र के मूखविन्दु सरेतःद मुज कोटि दहै उसको मूटविन्दु 
माननेसेचक्रकामु=य=यं+त, र =र+द्‌ इनका उत्थापन 
अय +कयर + गर +धघय+चर+फ=-० -*--*-* (१) 
इस मे देने से 
अ(यः + रतयं + त) +कः (यैर + य॑द्‌ +र॑त + तद्‌) ~+ ग (र< रद्‌ + द्यी) 
| 
+ घय + घत + चर + चद + फ 
= अथ+ रतयं + अतः + कय॑र॑ + कदू + कत॑ + कतद्‌ + गर + रगद्रं 
+ गदः + घयं + घत + चर + चद + फः 
= अय + क्यर्‌ + गर + (रत + कद्‌ + घय + (रगद्‌ + कत्‌ + च)रं + प, = ०.-.(२) 
जहा फः = अतः+ कृतद्‌ + घत + चद्‌ +फ, " ,,.,.. 


२०६ चट गशिकखन । 


क 


क स न्थ, 
2 [ 


कस्पना कसे करि दसमे सम्पवदहे कित, ओरद्‌ 
गुणक शल्य के तस्य दोतेदैतो 
सरतथ + कद +घ्र ~° ओर रगद्‌ +कन~+च =° 


दन परसे त = रगत कच _, ओत द्‌ = - ज 
+. क ---अगं 
क 


ट्ख छिये निचय हुआ क्रि यदि क-छयग यह दल्यके तुस्यनदोतो 
त, दका मान ञेखा मान सकते ह जिस पर से य,र के गुणक द्य हो| 
पहङे मानो कि कग यह दास्य नही हे तातः द्‌ के मान भी सान्त होमे । 
ओर तव (&) का रूप अय +क्यरं +गप्+फ=० - - - - (४) 
अव यद (४) समीकरण दिखल्यता दे कि धन, य, र के वा, करण य रक 
मानमे फल एक ही दोगा इस ये (र) समीकग्ण के वक्र का दूससा मूलविन्दु 
(जिस कामु =त, को = द्‌ प्रथम मूखचिन्दु के अभिधाय सेद) केन दोगा) 
„दके मान का उत्थापन ()मेदनेसे 


। गश्च +अगः+कगघ् ~... >= 
--- + ~~ पसा दाग) 
फ़ = फ वत 1 दोगा 


(८) मे स्वर चिह उड़ा दनेसे 
अयः +-कथर गरः +प=०) * ˆ * * “ ~ * * =“ * (५) 
टस मे कस्पना करो कि मूख विन्दु तो वही है पग्न्तु य अक्ष नया पटे य 
अष सरे प तुर्य कोण चनाने वाटी रखा को माना ओर देस पर मूल एवन्दु परजा 
रखा टम्च हागी वह नया र अश्न माना तो इन अश्च सम्वबन्ची मुज = यः क 
सो पदे अश्च समस्वन्धी 
य॒ = य॑कोडयाय -- रज्याप, र = य॑स्याप + रकोञ्यापः इन का उत्थापन (५) 
चेमेदेनेसे 
(अकोञ्याप + गल्या च + कन्या कोञयाप) 
+ २(अ्या^्प + गकोठयाष--कज्यापकोऽयाप) 
+ यर { २(ग -- अ)उपापषकोल्याप + क(कोञ्याप-- ज्याच; +फ =°; (>) 
मानटोकियरकरागुणकदुल्यदैनतो 
(ग--ग)ज्यावकोल्याप + क (कोज्या घ ~ ज्या-च) = ° 
= (ग -- अ)ज्यारय + ककोञ्यारप 


दस लिये स्पस्ष = -जज्‌-) ˆ ˆ * ° " ” "^" " " "  #, 


वक्रक्ेच्न का फलखानयन । २०७ 


॥ 9 (~. + { ¦ 
(र्वा दिखलाता है कि स्वेदा व का मानसा मान सकते द जिसमे यर 
का गुणक दुन्य हो। चरके गुणकको शून्य करने खे (६) वेका रूप 
यः (अकोञ्याप्प + गस्याप + कज्याकोस्याय) 
(६ २ क ॐ कत च्‌ 
+ र(अञ्याःष + गकोर्पा प--कल्यापकोज्पाव) + प 
अ (का ८) 
= आय +कार+फः = ०, ~ 4 "4 ४. ` अ, ~; ( 
जा आ = 2 { अ+ग~+ (अ--ग)कोज्यापरय + कञ्यारव ) 
का= रे { अ+ ग-(अ--ग) कोज्यारप--कञ्यारय 


रन्त स्परप = `" कोल्यार्‌ व 
परन्तु न * 7 1 कः+ (गोः 


ओर ज्यारप = -च््ल््न 
५८ { क + (अ--ग) ¦ 
मा =र[अ~+ग+\८ 1 कः+(अ-ग)-; | 
[अ+ ग--\^ { कः+ (अ - ग): ¦ | 
यर के स्वर चिह्कोउड़ादेनेसे ओंरफकाभाग देकर पश्चान्तरानयन से 


(< वैकारूप--- यः---्ा रः=१ यह समीकरण दिखलटाता है 
म फ़ 





इनका उत्थापन दने से 


कि यदि 
(९) आ, का, फ एक ही चिह के होगे तोः वक्र असम्भव होगा | 
(२) यदि आ, काण्कदीचिह्वके हौ ओर उस से विशुद्ध चिह्पःकादहा 


| 
तो वक्र दीघेदृत्त होगा जिस के व्यासाद्धं क्रम से \८(-- --?-),\.(-- पः । 


(२) यदि आ, का विजातीय चिद्व वक्र अतिपरवट्य दाग | 


च भ. 


2) यदि आ = का ओर एक चिह्वके हौ ओर उनसे विजातीयपःदटाता 
वक्र चत्त होगा| 

८) यदि फ = ° तो (८) वे समीकरण पर से आयः + कारः = ० इस लिये चक्र 
मूलविन्दुरूप होगा यदि आ, का एक ही चिह के हौ ओौर यदि भिन्न चह के हों 
तो चक्रदो सरलरेला रूप होगा जिन का समीकरण र = ¬-\८^(-- ॐ) य यह देगा! 


ऊपर जो अग, काका मान ठे आये है उन का यदि घान करतो 


(अ+ ग) --क -(अ-ग)ः अग कः 
£ हि ४ 


ण का = 


4 


२०८ चख साडिकलन । 


इस दिये यदि आ, का भिन्न भिन्न चिह्न के होगे तौ छअग-क यद ऋणा 
त्मकः होगा अन्यथा धन होगा । 

इख लिये यदि वक्र असम्मव ओर विन्दुरूपन हो ओर घृत्तको भी एक 
प्रकारका दी्ध॑च्रत्त ही समञ्च जिसकाकि दोनो व्यासाद्धं तुस्य है तो कह सकते 
है कि यदि ४अग-कः यह धना्मक ह तो वक्र दी्श्त्त होगा यह सिद्धान्त इभ] 
दस मे ७अग- कः यह जव दन्य के तुद्य होगा तवत, ओर द्‌ के मान अनन्त 
होगे इस स्थिति मे वक्र का केन्द्र अनन्त दूर पर होगा अथोत्‌ वक्र परवख्य ठदह- 
रेगा इसमे ओर मी अनेक विचार ओर सिद्धान्त दहै जिनका वणेन करना 


र, 


चरखुगहिकलटन मे व्यथं हे] 


१२६ १९२४ पक्रम (2 समीकग्ण में यदि प्रश्लान्तरानयन क्ये ता 
तयः + समयर्‌ + नरः ~ चय - जर - (आ - आ) = ° पेसा होगा । 


दरस की यदि ९३५ प्रक्रम कं (१९) समीकरण क साथतुखना करो ता 

अत, स्म=-क, गन, घ्र=-च, च=-ज, फ=--आ रेसा 
होगा । इस खयं 

८अग--कः = ५तन--४मः =  (तन-मः) 
= (.८कोञ्या्पताय) (८ ज्या पतापर)--( „८ ज्या पकोञ्याताय). 

परन्तु यां दहना पश्च चलुथौध्या के १२ वं प्रन से धनात्मक दोगा इस 
दिये उन प्राददलौ कं मूरुचिन्दु सव एक दीघेवृत्त के परिधिमे हागे जो मूटवक्र 
करे नियत दो स्पर् रेखान्तर्मत छम्ब ओर अपने चाप्र से तुस्य फट नाते ह । यदि 
इस दीं इत्तके भुज कोटि को इस के कन्दर सं गणना करे तो ऊपर कं प्रक्रम की 
युक्तिसेय, ओर र कं गुणक दन्य होगे अथात्‌ च = ०; ओर ज = ०! इस दिये 
अनुमान कर सकते हो किं कोई पाददट का मूढविन्दु एेखा मी होगा जिसमें 
च =०, जञ = ०1 करपना करो कि अ के वदरे इस को प्रथम मूखविन्दु माना 
तो १३९ श्रकरम कं (९) समीकरण से 


‡ 


उ = आ + २.८रुषकोज्याः (ष--पर)त।ष पेखा होगा 


यँ दहने पश्च का दूसरा खण्ड सर्वदा धनात्मक है इस लये आ कामान 
आ से सर्वदा अधिक दोगा ! इख पर से यह सिद्ध होता है कि जिस पाददट के 
मूखविन्दु से च = ०, ज~ °्हौउसका फट सवसे छोटा होगा) 


चक्र ष्ये का पएलानयन | २२०९ 


१२७ निर्दि रस्वाई की गगरेखादहे इस काणएकञग्र ग छोटे वक्र कौ 
परिधि पर ओर दसय अग्र वङ्‌ वक्र की परिधि 
पर घूमता है इस खियि इस तरह से गग रेखा कं 
घूमने से गग रेखास्थ व विन्दु भी किसी वक्र में 
घूमेगा । इच्छा कि इस व विन्दु के वक्र का 
फट ग ओर गं विन्दु के वक्रौ के फलौ से जानें । 

कस्पना कसे कि गव=ग, वग॑ं=ग॑ ओर कोड्‌ परस्पर छस्वरूप अश्च क 
वरं से यरय, र ओर यः, रन्क्रमसे ग, च, ओर गके अजकोटिदे) गग 
रेखा ओर र अक्ष से उत्पन्न कोण च समरो तौ चखुनकलटन के १९ब 
अध्याय से। 

य; = य-गञ्याष, र! = र-गकोल्याव 

यर = य + गस्याप, रर = र + गकोज्याप | 

इस खिये ताय, = ताय--गकोज्यापताय 

ओर र? तायः = (र-गकोडयाष) (ताय-गकोज्याप्ताव) 

= र्ताय--गकोञ्याप्र (रतापर + ताय) +गः कोञ्याघताप 
इसी तरह रताय = रताय + गकोज्याष { रताय + ताय ) + ग॑कोज्या्पताप 
पहेको गं र दूरे कोगसरे गुण कर जोड़ देने से 

गरष्तायः +गरर वायः (गग) रताय-+(ग +) गग॑कोञ्याप्पताप 

'. ग. रः ताय +ग.८ रर तायर=(ग~+ ग)./^रताय 
+ (ग + ग) गयं /"कोर्याप्पतापष 


= (ग + ग)./रताय + (ग + ग) गग॑ 1 ----- ~ ताप 





र (ग र ग) ^ रताय # ५ (ग ~ ग) गस (य ९ ञ्यार्प ) 


याद्‌ गग रेखा एक चार पूरा ख्रमण कर फिर अपने स्थान पर्‌ पटंचे तो स्पण् 
हेकिच, ० ओर २" के वीच होगा, दस लिये सान्तचलानयन से 
ग (गा)+ग (गा) =(ग^+ग) (वा) +ग~+म॑) गग॑ " 
-ग(गा) + ग (गी) 
1 
णृ भ<रग 
विन्दुसम्बन्धि वको के सम्पूणं फा है । 


आदकगर्ला क अन्न एकी वक्रकौ परिधि पर घूमे तो (गा) = (गा) 
१२ 


= (वा) + न्यग, य्ह (गा), (वा), (गा), कमसेग, व, ग 


२१० यदटरहिकदटनं ! 


(गा) = (वा) + न्गगं ओर (गा)--(वा) = तन्गगं इसलिये वक्र की परिधि ओौर 
व विन्दुत्पन्न वक्र क्म प्रर्धि के वीच जो क्षे्र दोगा उस का पट त्गगं 
यह होगा । 

ग, ग॑ विन्दु, घूमने के वदे छ्खूल कर उलया श्लु के एेखा यदि फिर पीछे 
से अपने स्थान पर पचे तो स्पदे करि (गाः=०, (गा) =° इसलिये 
(वा) = -ल्गग । ऋण चिह्न दिखलाना हं कि जिधर गगरेखा घूमती है उस से 
विश्द्ध दिशा से फट उत्पन्न हभ हे । यदि घूमने के वदे गगं रेखा ही आगे 
पीठे चखे तो (का) =०्दमसे स्द्धदःतादेक्ि च चिन्दुसखेदो तस्य फन्दे के 
ठेसे वक्र होगे जिन मे णक धनात्मक दसरा इस से उलटा कणात्मक होगा । 

१३८ जिन वक्रौ मे मुज काक्रौन फल कटि इसका क्ाननदहो 
वा ^ र ताय इस के मान का टीकर टीक प्रतान रगे वहां स्व्पान्तर से भुजं का 
अनेक खद्रन खण्ड कर प्रति मागो पर दम्ब खडा कने से. अनेक पास पासमे 
दो दो कोटि ओर तदन्तगत भुजखण्ड ओर वक्र की पूणेज्या से समखम्ब चतुभुंज 
वनाकरर प्रथक्‌ प्रथक्‌ फर साधन कर सव का योग करो तो कक्रक्षेच का आसन्न 
फट रोगा (“वं प्रक्रम सेस्पण्रहे कि भुज का जितनाही अधिक विभाग करोगे 
उतनाद्ी सक्षम फट होगा । 

(९) कल्पना कये करि ञ्ुजकान खण्ड जो समान कर डाटा उसका मान 
च ओर काटियो च्छ मान र र ररर " " " ˆ * रतः 

तो स्प्र हे कि जितने समटस्वचतुभज दोगे समोमे आयन्त कोटियो को 
छाड़ ओर सव्र कोटिया णक चार आधार दूसरे वार मुख होगी ओर छम्ब सर्वे 
च यदी रहेगा । 


दरस छिये र» रन दो कोटि, तदन्तगेत भुजान्तर, ओर वक्र का चापदइनसे चने 


(क) 


दस पर से यदह फक जानने के लिये क्रिया उत्पन्न होती ह कि आद्यन्त 


कोटि के योगाद्धः मे ओर वीचवारी सव कोटियो को जोड़ दौ योग को भुजखण्ड 
च से गुणदेने से वक्र का स्वस्पान्तर से फट दोगा । 


(२) कर्पना करो किं एक रेसा परबल्य है जिसका मूलविन्दु र, कोटि 
का मूल, ओर समीकरण र=्य+कय+गयः यह है ओर यहः चक्र 


५६ 


वक्र केच का फलानयन ) १६ 


के र र, रलकोख्यग्र पर टोके जाता ढै ता र“ = अ-कच+ गच; 
२९= अ, र = अ +कच+गच 
च 4 
ओर प्री ओर तीसरी कोटि के वीच फट = 1 (अ + कय ~+ गय नाय 
~ 
~ 
= २ च( अ+ग -- 
२ 
परन्तु र० + र९ = २र, + रगचः इस लिये 
फट = च { र० + धर१ +र; 

अव समञश्रो किन कामान सम हे अर्थात्‌ र" रन कोटि कं वीच सुजान्तर 
कासम विभाग कियाद तो उपरकी युक्तिसे तीन तीन कोश्यग्र पर गये 
हए परवरुयो के फर 
च { स्र+छरः +र ¦ + { र्4धरः +र } च्‌ {रः +र. +र, } "दव्यादि हदोगं 

इस द्ये इन सच फलो का योग 
च { ररत +७(रः+ रर. + " ) + २(रर+-र+रः+- `) } 

यह स्वस्पान्तर से चक्र का फर हया । 
दख पर से यह क्रिया उत्पन्न होती दहे कि र+रन के वीच य अश्च का समान 
भागकर कोटियो का मान जानो फिर आयन्त कोटियो के योग मे चोौगुना 
अवशिष्ट विषम कोटियो का योग ओर दूना बाकी कोयियौक्रायोग मिलाकर 
तीन से माग देदो रुन्धि को च सरे अर्थात्‌ दो कोटियो के वीच के अन्तरसे गुण 
दो तो गुणनफर स्वस्पान्तर से वक्र का फर दोगा । 

इस रीति को सिस्पदरान ने सन्‌ १७४३ मे निकाला हे इसी लिये इसे सिभ्प- 
दान कौ रीति (5111750115 {२५६ ) क्ते ट ( ०९८ ७1111} 50115 1118111८ - 
1112.1168] 21556112110115 1743, {28 € 109 ) 

इस के लिये एक उदाहरण दिखाते ह! कल्पना कसे कि जिस चक्र 

र 

कार = यद समीकरण हे उख का फल सिम्पशान की सति से जानना 
दे र०= ५१ रन = इस के बीच में। 

यहा र०= १ तव य=०, ओर रन =, तव य~, मानोकिन= १० 


दस खिये च = -शू = ` ९, ओर 


२९२९ यलया{शरिकरन । 
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१.९० ०००००० = र. + र 
यो = २३.५६१९२.ऽद८ 


= र, + र +- (र रः +र ++ र + रर) + २(रर+ रज +र र८) 


६। 
+ 
1 3। 


चकर ष्ये का फलखानयन । 


य = - 9 . 
फल =च ¢ व = ८५२९७५८२ इस मे यदि ६ स्थान तक ग्रहण 


कर तो .७८५३९८ यह मान होगा 


। = =र इस वक्रकायके० ओर के वीच मान मे चखानयन 





वत त 
८, , (+ ० ~ * ११ १.२९ ट ८१०१०० 
की रीति से टीकः फट | व 1.५9 
 १६५य - 
यह हुआ इस लिये यदि यँ मी दरामल्व का सान ६ स्थानतक टे ता सिम्परान 


की रीति से वहत ही ठीक दीक फट आया यह पत्यक देखने मे आता दे । 

(२) प्रत्येक दो कोटियो के वीचमे जो भुजान्तर च मानादहै उसेर्जकं 
त॒स्य मानें ओर कर्पनाकरं किणक प्रकारक पर्वख्य करार = अ+ कथ + 
गयः + घय. यह समीकरण है जो कि र, र^ रः र दून चार कोस्यग्र पर होकर 
जाता है ओर जिखका मूलविन्दु य अश्मर, र्‌ कोटियो के वीचमेंदहेतो 

र = अ - २ कज + ९ गजः -- २७ घज्ञः 
र = अ - कञज-+ गजः -- घज 
रर्=्अ + कज~+ गज + धघजः 
र; = अ + २ कज +र गजः + २७ धघ्रज्ः 
दस खये र० + र, = (अ +९ गज), र, + र~ = २ (अ+ गज) 


7. अ + गजं = (२) 
अ + गजः = = += (२) 
अ + “गजः = ------- । (९) ओर (२) को जोड़कर स्का भाग दने से 
रस लिये २अ + दगजः = ----~ न =, ९4३) 


4 । [क क ३ ॥. [1 > 
परंतु परवख्यका र.रः कोरिसीमा से कल = || (अ + कय + गयः +- घयःताय 
- 3 ज 
= रेज (र + देगज) = रुन { र. +रर+२(रर +र) } (जके स्थानमेनचका 


उत्थापन देने से फल = त { र. + रः+ ३(र९ +र.) ) 


इसी तरह रशरणरकरः के अग्र पर गये परवख्य का रः, र; कोरि के वीच 


२१४ चल सदरिकलटन । 


फल्य उच | र. +र५+२(र. +र.) इसी तरह चार चार कोस्य पर 


०. 
५} 


गये हण परवसख्यो करे फट, उव र, + र, + ३८२० +र) } 

ञव | र. + रर + २(र१ +र) } इत्यादि दोग । यदि अभीष्रचक्रके फट को 
इन परवटयो के फट योग तुस्य स्वस्पान्तर से मानले तो वक्र का फ 
= ञव {र +र + (र. + गदर रन +" ~) + (रा + रर + रर +र. + ~) ) 
यह हुआ ¦ इस पर से यह रीति उत्पन्नहोनी है क्रि आद्यन्त कोटियोगमें 
र, के आगे तीसरसै तीसरी कोटियो कादूना योग ओर वाकी कोरियो का 


तिगुना योग मिलखादो। योग कोच केटर्से गुण देने सरे षक्रका फट 
दो जायगा! 

इस को भी सिम्पशन कौ रीनि कहते दै परन्तु वास्तव मै यह न्यूटन का 
निकाला हुआ हे ( ०८८ (0051111, 1110 {110त्‌. 3). {0.6 ८ पा] ) 
ऊपर की रीतिया मे कोटि की संख्या ज्यो ज्यो वदाति जा्थंगे त्यो त्यो 
फट सूक्ष्म आवेगा | 

९३९। किसी वक्र मे सिद्धै कियच=श्रु कोज्याध, र =श्रु स्याप इस दिये 


{ 
प्र [पै 
स्पप्र = = भौर तास्पप = ~~ = वरस्य | 
† कोञ्यषप य 


दस ल्यियि श्रुताप = यतार-- ताय 
ओर ` | श्रु ताप = | (यार -- रताय ) 
ट्र परस सिद्धहोतादे कि ॥ श्रुताय इसके स्थानम 


६ | (यतार -- रताय) इस का टेकर भी उचित सीमाओं के भीतर फट 
साधन कर सकते है । 

१५०। चक्र रेखा से धिरे हण किंसी श्च के फर जानने के लिये बुद्धिमान 
ने यान्त्रिक विद्या केवर से यन्तर वनाये हण है इस यन्त्र को धरातखमापक 
( 712.1111116{6€75 ) कहते ह यदह कर प्रकारकेदै उनमें पोफेसखर आमस्टलर 
(01165801 11151167 07 56112. (11187511) का सव से सहज ओर उत्तम 
हे । इस मे दो भुज एेसे जुटे दण्द कि स्वतन्त्र एक धरातल मे घुस सकते ह । 
एकः भुज के अग्र पर एक विन्दु स्थिर वनी हुई ह जिस के चासो ओर यन्ज फिर 


वक्र क्षे का फलानयन ) २२९५ 


करता है दरस लिये इस विन्दुको यन्का केन्द्र कहते दह । इस यन्त्रमे एक 
प्रिये के पेसाचक्रभी लगा हइभादहेजो दृसरे मुजमे सखा हुआ इस ज पर 
टम्बरूप फिरा करता है ओर उन वक्रौ के क्षेत्रफल के मान मी दसम अङ्कित 
जो कि दूखरे भुज किसी विन्दु के चलने से उत्पन्न होते हे । इस चक्र की रचना 
से स्पदे कि यह दृसरे मुज पर जो छम्ब है उसके गमनमान को केवट वताता 
है जिस केज्ञानसे वक्र का फर भी जान सकते दं । 

जिस वक्र का फर जानना हौ उस की परिधि के एक विन्दु पर दस्र भुज 
काक अग्र रक्खोफिरदइसमे ख्गेद्ण्चक्रको जोकि पटे दोना मुजोक 
खभ्पात विन्दुअपरथाकः की ओर घसकाते ओर आगे वदति जाभो जिसमे 
इस के साथ साथ गअ ओर अक मुजपेसा धघूमक्रिक विन्दु अभीण्वक्र की 
परिधि परद्यी सर्वदा रहे इस प्रकार से जव वक्र कं सव परिधि परक विन्दु 
घूम कर फिर अपने पले स्थान पर आते उस समय चक्राङ्कित संख्या जो 
सामने मे हो वही वक्र का फट समक्न । 





इस मे पे यदह दिखाते है किं स्वद्रा अ चिन्दु पर चक्रके स्थिर रहने 
सेजो लम्ब के गमनं का परमाण होगा वही चाषे अकमे चक्र जहां रहे स्वं 


वप 


होगा । 

कट्पना कयो कि चक्रका केन्द्र व विन्दु पर पचा ओर जव अककीक 
विन्दु चर कर वहुत ही पासके क चिन्दु पर प्च उख समय यन्त के मुज 
गञ॑, अक रूप हए भौर तव चक्र का केन्द्र च॑ विन्दु पर पर्चा |. अक, अकको 
बहुत ही पास पास समश्चो, अ ओर व विन्दु से अकं रेखा पर अन, चन म्व 
ओर अ विन्दु खे अकं के समरानान्तर अर रेखा खीचो तो अक, अक के अत्यन्त 
पास होने के कारण अन = ताचा = अ स्थान से छम्ब की गति, ८ वअ = ताघ, 
ओर वन = ताचा = व स्थान से छस्व की गति, अव = ग, इस खये 

चन = ताच॑ = वर +न = ताचा + गताप् 


२९६ चयटयशिकटन | 


अवः जव क्र वक्र कौ परिधिमे घूमने घूमने फिर अपने पहले स्थान पर 
पटुंचे गा उस समय नाप, के जितने मान होमे सवका योग चन कण के तुस्य 
दाने से दन्य हा जायगा क्योकि यक्त रेखा का णक आरः {जितने ्चकाव से चटना 
होगा फिर उतने ही छुकाव सं चिश्द्ध दिरामे चट्नाहोगा। इस सिये वक्र के 
चरो ओर घूमन में यौ ताचा = यौ ताचा अर्यात्‌ अ विन्दु पर चक्रके केन्धको 
स्थिर रखने सजो ल्स्व के गमन का प्रमाभ होगा वही अक्ररेखामे कीं केन्द्र 
रहने से दोगा । 

अव कल्पना करगे कि यन्क्र केन अधात्‌ पथम सुजके ग विन्दुगत 
स्वरूपं अश्न युग्म के अभिप्रायसक्के भुज्य), काटि =रदहै, भौर अग अ, 
अक =क्र; ८ अगय = प, ओर करपना कग क्रि अक रखा वहानेसे य अश्चसे 
प्रः कोण चनाती टे ता संरटचिकाणधिति न 

य = अकोठ्याप + ककोठ्यापः, र = अच्याध + कजञ्याच, 
दस लिये ताय = --अल्यायताय--कञ्यापःताप,, 
ताग = अक्रोस्यापरताप + ककोज्याप,ताप, 

ओर यतार = अकोञ्यापताप + अककोज्यापकोञ्याप,ताषः 
+ अककोञ्यापकोञ्यापपताप + ककोर्प्ा पता, 

रताय = -अशज्या यताप--अकञ्यापल्यापश्नाप, 
--अकञ्याप्स्याप, नाध--क््यापःनाप 

दस खयि यतार-रलाय = अलाप + थककोऽ्या( प--परः)ताव, 
+ अककोल्या(प--पः)नाप + कताध, 

= अ्ताप + यकक।ल्या(य--परेता(प + प) + क तापः 
ओर ताचा = अनं = अर॑ज्याथञन = अतापकोस्या(प--पः) 
परन्तु घ+ ष! = रय-(प--पः) 
दस टये अककोञ्या(च--पः)ता(प + पः) 
= रजककोज्या(घ-पर)ताप्--अककोल्या(प-- प्रः) ता(प-- षः) 
= प्कताचा--अककोल्या(व--पः)ता(-- पः) 
दस के उत्थापन से 
यतार-- रताय = अ ताप + क्ताष, 
+ स्कताचा--अककोञ्या(प-प्र)ता(ष--पः) 


वक शेन का फलानयन २९१७ 


परन्तु १३य्य पकम से क विन्दुके रघ्णसे उत्पन्न निदिष्वक्रका एर 
= २.८ (यदा--- र्दा) यड दस्य | 

अव निदि कके परिःघप्र क दिन्दुदः पूना श्च्रणकग्नेये कुछ अतं 
पीछे घर कते घर.कते अक, अग फिर पमे पदे स्थान पर पहंचेभे इस टि 
उपर की युक्ति से .८^ अन्ता य,.८क्ट्¶१, 

.^अककोज्डा(प- प) दा(व--) ये शूल्यके तुय हो जार्येभे इस टये 
वक्रका पू {फट = २३.८(य्म--द्ताय) = क.^लाखा = कना 

जहां चा स्वके गमन का प्रम्मग दहै जो कि चक्र स्वयं दतः ल 
हे। इस खिये चक्रमे पषेही सेख्म्वके गमनके घमाणको क गुना कर 
अङ्कुन करडारेतोजो उस समय चक्रमे अह्नकी संख्या होगी वही व््रका 
समग्र फर होगा | 


1 
4 


अभ्यास के लिये परञ्च 
१। समातिपरवलय मे जिसका य--रः = १ यह समीक्ररण है 
यदि केल्द्रामिप्राय से सुज, श्रुति, वक्र का चाप, इन से उत्पन्न बक्र्िभुज 
काफल-सदहोतो सिद्ध कयो कि 


स+ इस स_ स 
य = -{------ ओर र = < 
२ जिसवक्रकाअरः=यः(२अ-य) यह समीकरण है उसका सम्पूरणं 
फर क्य होगा । उ० न्यः 
३ जिस वक्र का यर = रः (अ--य) यह समीकरण है उखके चाप र 
असीमपथ ओर य अक्ष से वने क्षेत्र का फर वताओ । उ० > अः 


४। जिस चक्र का अशः = यः (क +य) यह समीकरण है उसकी आकृति 
नीचे लिखी इई हे इसमे अकगघञअ फन्दे का फट वताभो। 











२९८ चदटररिष्ड्न । 


अगन्क भौर इस क समीकरण ग ग = (यअ) (य-- क) यद्दै। गक 


च 
के वीच जो फन्दा द उम का कल्ं वतभ | ० -<(क-) ह 
(8) ग्‌ ९ 


द यरः=८अ (२अ--य) य्ह एक विरचसै (\\ 16) क्रा समीकरण 
दे इस्मक ओग सस्नीमपश्य के वीच क्षे का फट वताभो | 


ड० £ 


४1 
4 
५ 


। ५.८ यः छ । त 
आ जिस दीद्त्त काल 1 तु = ९ चह समाक्ररणहे उसके अवदत 
६) # ई) 
1 71 (ज न्वी ) 
८ अक 


च 


८। प्लिद्ध कर्‌ कि जिसका अक्ठीयं समीकरण ध्रव = अ यह है उसके कोई 


कृ सस्प्रणं ए च्छा हणा । उ० 


दो श्रुति आर चापसे वनेष क्रे कलाम वही सम्बन्ध होगा जो उस काडर 
कीदो द्रो श्रतिया के अन्तर मे होगा) 


९ यर+र ३ अय रः इस समीकरण के वक्र मे जो एक फन्दा 
रेणा उखा क्या फट दोगा) यह अक्ीय समीकरण वनाघोतो 


२ अ कल्याप स्याव 


श्रु = णसा ह्म (कर 


= सउ्याश्प ~+ कोय्याप्य 
९ अः : ञउ्याःपकोज्य 
धल ~ गभ ध 1 ताप 
। (ज्याः प + केञ्याःप) 
इसके जानने कं सिय मानाक्रिस्पधचता 
९७ (०० च अ 
इस का रूप ---- (२ च = ~ 


© 
९० सिद्ध कसे कि जिस वक्र कार (य+ अ) = गः (अ--य) यह समी. 
करण हे उसका फट य = ० से य = अ तक ग -- २ खा) यहद 


। २. य (अ ~य ८ अ. ५ ४ 
१९१ रः = न+) इस समाकरणक वक्रमजो फन्दा रोगा उसका 


अ~ 
फर क्या होगा । उ० २ अ(१-- > 
६५ श्युकोज्याषप = अचल्यारष दस समीकरण दे वक्र मे एक फष्दे का 
फ -वतावो  - डप = ५८ 21४ 


अभ्यास के लिये प्रश्च। २९९. 
१२। यदि वक्रमेश्चु= (कोज्या र्प~+ज्याम्य) ता सम्पूणं फर कया 


ण 7 £ 


होगा । डु ॐ 


1 
५४ 


# ^ 


र) ¢ [५ ॥। ९, ५, 
१४। जिस वक्र का (यः + र): = ४ करय : रः यह समीकरण है उसके 





फन्दे का फट वतावो । <. 
0९ ८ त 


१५ जहो ( यः + र): = छअ्यः +कः र. एेसा समीकरण दे उस च॒क्र का 





सम्पूणं फर क्या होगा ! | उ० म्प्(अः +कः) 
१्द। जिसवक्र काज -दः = ~= | ४ =| यह समीकरण हे 
उस का फट सम्पूणं स्या दोगा उ दय +क) 


(९३०) प्रकम का २ उदाहरण देखो) 
९७ जहां श्च कोञ्याप = अकोञ्या २प उस वक्रके फन्देका फर वतावा 
उ० (२-र)अ 


(क | ञः 
१८ यदि अ7कतो श्रु क + ककोञ्याध दस 
५८ अ-क कर्ज्याष 
समीकरण के वक्र का क्या फर होगा | =) 
५८ (अ क) द 


९९ दो श्रुति ओर कणैच्छेद्‌ ( @01५11010 ) के चाप से वमे क्षेत्र के एल 

का मान वतावो । जटा कणच्छेद काश्य =अ+क कोरेप यह समीकरण दै | 
® ¢ ५ से (~ तीर ~ ¢ पि [कक्‌ भ ५ ५५ 
२० दीधेचत्त के कन्दरे सदोश्रृतिजो दीघडत्तकं पशधिख्यदर विन्दु्भो 


¢ 


तक खीची ग दै उन से ओर दीघंचरत्त के च।पसे वने श्चन का फर वतापो। 

२९५ परवख्य का चाप ओर शिरःस्थानसेदौ श्चुति इनसे वने क्षेत्र का 
फट कैसा दोगा । 

२२ यदिवक्रे का समीकरण श्रु = अ(छेष + स्पष) ओर इस क असीम 
पथ का समीकरण श्वु कोज्याष = २अ यह होतो वक्र ओर अखीमपथकफे भीतर 
कां फट क्या होगा | 

२५। सिद्ध करो कि श्रु =अ (१२ कोज्या) इस समीकरण क वक्रका 


धू ९ अः ह २५८३ ` ~ 0 ~ 
सम्पूण फक अः | ९” + ~~ 9 यह ओर इस कं भीतरी फन्दे का फर 





२२० सटप¶राकटन । 


॥ यड हमा। 





२५ साुस्किथिक सर्षिटमेदो श्रुनिओर चापसे वनेष्टेच का फट 


२६। यदि वक्र की शति थु, मूलचिन्दुसे किसी स्पररेखा पर पड 
टम्वका मान ओर इस ठस्व ओर नियत रेखा से उत्पन्न कोण्=प, ओर 
सीमितवक्र का सम्पूरगं फट स रौर इस के सीमित पाददलट का सम्पूण फर 
स, होतो सिद्ध कसय किर सः = स+. श्रः ताप जहां वक्र ओर पाददट 
का पकः ही मूखचिन्दु हे! 


२७ सिद्ध करो करि पाददट का मूढ स्थान दी्ैनरत्त के भीतर दही दीधरत 


करे केन्द्र सेगदृरी पर है उसका सम्पूण फट ./८ (अ*+कः+गः) यह 
टेगा । 
२८ श्रु = अकोऽयानष + कजञ्यानप इस समीकरण के वकर मं एक फन्दे का 
फट वतावा ) उ० म (अ+ कः) 
२९। श्चुः = अभ्कोज्यानप + क्यानप दख समीकरण के वक्र मे एक फनदे 
^ (दथ 1 
अ*+दः 
का फट चतावो | = 68 


न 


२० अर= यज~ यः) इस समीकरण के चक्र क्रा सम्प्रूणं फर 





च्य रोगा) 


३९} श्र = सकोञ्यानप दस सम्भरण के वक्र मे णक फन्दे का फट 





चतावो । ० 


३२ श्रु = अज्यानप इस समीकरण के क्क मे सव फन्दौ का 


कद वर.एचो प 
2 ८.1 | यष्‌ म्‌ (चम 
ड पट =-4 „^ 
| .- ~. यदिन सम 
` २ 


२२३ दीर्ध्॑त्ते के एक नाभ से जितनी श्रतं है उन्द अपनी सीध मे वढ्ा 


अभ्यासं के लिये भश्च) २२१ 


करग तुस्प काट उन पर एक वक्र रेखा कर दिया । ईस से ओर दीधरेवृत्त की 
परिधि से उत्पनच्च जो ष्च इ उसका फ, वतावो । 
उन्तर ग्ग (रक +ग) 
जदा क = दीर्धघ्रत्त को टधुभ्यासाद्धं ! 

२५ श्रम = अम कोस्यामष इस समीकरण कं चक्रमे पक फन्दं का फट 
यदिञआ ओर वक्र के भूख्चिन्दुही इस के पाददल की मूलचेन्दु जदो दै वेसे 
पाददल का सस्बूणं फल आः तो सिद्धे कसे कि 

९ = आ (१ +) 

२५ नाभिसेजो परवसख्यमेदो श्रतिर्यां हौ उन से ओर परवख्य के चाप 

सेजेोष्छेच वना उसका कर सिद्ध कसे कि) 


१ 
अ { भरु +शु + ४ चग). 1 
६ २ २ 





॥ 

जहा परवल्य की कोटि र=\८ छ्य ओर परस्वख्य के चाप की 
पूणेञ्या गहे। 

३६। दीर्षवृत्त के केन न से च्हद्च्यासाद्धे से जो चत्त बनाया गया 
उखको सहायक चत्त कहो ओर न को नाभि ¦ दीधैवृत्त की परिधि 
मे व बिन्दु छखेकर इस के कोटि को अपनी सूघ मे वट कर मानोकि 
सहायक वृन्त की परिधिमे पचिन्दु पर ठगी, ओर दीधघेवत्त के त्यासाद्धौय्र 
अ अक्षम अ विन्दु पर मानोतोयदि८अनप=जतो सिद्ध कण कि अनाव 
दीर्धवत्तखलण्ड का फट = -~' (ज--इल्याज) यह देगा । 
जहां अ, क चृ ्टश्यु्य!साद्ं हे | 

२७। छअ“रः = क्य .(अ-- रय) इस समीकरण के वक्र मे फल्दे का 


फट वताघो ० र 
- ५ 


३८ जिन दो वक्रौ के र-ऽअय = ० य--9अर=०्ये समीकरण दै 


उनके चापो से बने षंच का फर वताघो। भ 
२ 
३९। जिसव्क्रका रन्ग ज्याञुलान्याु यह समीकरण है उसका 


फट० से ठेकर छ्म्तकयके मनमे क्या होगा) उ० अग (१-छार) 





२२२ चटरारिक्टन | 


क, 


8०। जिस दीधच्रत्त क अयः + रकयर + गरः = १ यदह समीकरण हे 
उसका फट कया होगा | पन्नस््त 

(१९१६ प्रक्रम का अन्तिम वाक्य दंखो) 

७१। जिस दीधेश्त्त का अयः + २ कयर + गरः + २घय + स्चर + फ = ० यह 
समीकरण दे उसका ष्ये्फल कया होगा । 

7 (अच. + गध + फक -२ चजक-अगफ) 
( अग-कः) 

६२ जिस वक्र का छ र (अः + य )-<अर(अ-यः) + २ (अ~य): = ० 
यट समीकरण है उसका सम्पूणं फट क्या होगा । = उ० अधन { छ ५५२ | 

४३। केन्द्र से दीधेत्रत्त की कोटियो पर वने अद्धंचत्त पर स्परछीरेखा कर देने 
खे स्परा चिन्दुभं पर जनेवाखा जो वक्र हो उसका फर क्या होगा 
ॐ० वक्रका अक्षीय समीकरण दीर्धचृत्त के केन्द्र को 


दीधैवृत्त का समीकरण - -१ यदह दै 


अः कः 
क ` + ४अशस्पद्‌ 


= व(अः 
आर प, = ------ (आ २९क) 
२२अय + क) 


ध्रवस्थान मान श्रुः = 


४५। जिस पर्वख्य का र = छअय यह समीकरण है उसके भीतर स्थिर 
(२ ग) पूज्या घूमती हे । उसके दोनो प्रान्तो पर प्बल्य मे जो दो स्पररेखा 
है उनके योगविन्दु कं गमनसरे जो वक्र होगा उसके ओर परवख्य के मीतर 


4 
गृ 
य 


समग्र फट क्या रोगा । उ० र 


( परवक्य के तिक्‌ मुजकोटि का समीकरण देखो ) 

४५। पक डके ने सात हाथ ङंडेके दोनो रिरे को पक दीधचत्त की 
परिधि पर रखकर चारो ओर धघुमाने खगा । उस डंडे के वीच मे नीचे पक 
खोदे की नोखदार कीट रुगी थी । इसके कारण डंडे के चारो ओर घूम जाने से 
दीर्धवृत्त के भीतर एक नया वक्रं वन गया ! ख्डके ने सकर अपने गुरूसेजो 
कि उसे हिसाच पदाता था पृछा कि गुरजी दीघंचत्त ओर नये वक्र के भीतर एक 


अभ्यास के दिये परश्च । २२२२ 


वर्ग॑हस्त पत्थर की कितनी पयिया फर के लिये खगेगी । वताभो गुरुनं क्या 
उत्तर दिया । यदहं बृहद्ठ्यास १८ हाथ का समदा । 
§ ( च 


यदि व्यास परिधि का सम्बन्ध उ मानो तो प्रत्थर क पिये कीं 
सख्या २८ 


इति सप्तमाध्याय ] 


२२२४ चलयाप्चकटन | 
थु लव | 
अ 


त आरः घ्रनफट का आनयन 


१८९। कटपना करो कि अर, अय छम्वरूप अक्ष, आ स्थिरविन्दु 


आव चाप के घूमनेसे जो 
पृष्रफट होगा उसक गति का 








सम्बन्य चापकर गात क चरा तन = = र््र (चलखनकटन का १६० वों 
प्रक्रम देखो) 
इस स्यि पृ = || स्पप्रताचा & "क + = ` - 
दसी तरह स पृ ~ | शा तावि 4 ४ - = स 
। ताच 
~ ८ प * क * * १ 
पृ 1 रप्र त तार (३) 


= | मरता चा ॥ दवः २“ ताध | गप्श्चज्या प्र---- ताप) 


तचा ताश्च | ॥ 
जहो दा =\/ १ शु+ | 


किसी स्थानम प्रष्टफट कर लियं इन चारे समीकस्णोमें से गणितलाघव 
खमश्च कर एक को चुन सकते दो । जद सहज मे र, चापकर फर रूपमे 





सके वहां (९) पटे को जहां -तर खदहज मे रके फटरूप मे आ सके वर्ह 


(३) को ओर जदं अक्षीयसमीकरण माटूम दहो वँ(४) कोरे स्क्तेदो। 
प्रायः (२) बइत ही कामका है क्योकि वक्र के समीकरण से र ओर 


वक्रं के एष्ठफर ओर घनफ़र का आनयन । २२५ 


क 


ताय दोनो प्रायः सहजम य के फहप में आजाते हं इस दये दसी को वडा 
भ ठेते ह 

प्रत्येक समीकरण से उचितसीमाके भीतरचाप से बने पृष्ठुकां फ 
मालूम दो जायगा । 
९४२] अयक्ष से अदूर पर अय के समानान्तर अयके चासे 


~ (क 


ओर कदि एक अधंरिभिद रेखा धूमे तो स्पष्ट दहे कि समतलमस्तकरूप 
एक राङ्क बनं जायगा इस लिये यर य, भरुज के भौनर इस राङ्क का पृष 


फल (२) समीकरण लेने से (र = अ, ताना = ५१ (९ 


ताय्‌ 





इ ५" इ सयन=र म्य (यः --य१) यह्‌ होगा । 


ख 
इस से यह सिद्ध दोता है कि इख राङ्क के आधार परिधिको ऊँचा के 


अन्तर से गुण देने से दोनी उचाद्यौ के मीतर का पष्प हो जायगा ] 

९४३। अ चिन्दु वर अय अक्ल से अ तुद्य कोण चनाने वाटी रेखा यदि 
अयके चाये ओर धूमे तो स्पष्ट है कि संमसूची करा पृष्ठ उत्पन्न हो जायगा जां 
किसी विन्दु कामु=यओौसको=रन्यस्पथ 


इस लिये. = ८ { ९+ (गर) <} = \८(९ + स्पच्थ) = छे अ । 
तेय 


दसं छिये १४९१ पक्रम का (२) समीकरण ठेने से 

पु = र [स्प अछेअयंताय=ग्स्पञअदछेञयः+स्त्थि 
ओर यरः यः के भीतर पृष्टफख = ग्स्पञअचक्े अ (ययः) यही पृष्टफट उस 
घनक्षे्न का भी होगा जिसे भास्कराचाये ने अपनी खीखावती में वापी क्षे 
कट हे । 

इस मे यदि यः= ° ओर भूटस्यान से यः दसै पर अ य अकच पर छस्बरूप 
धातक से सचीपृषटसूत्रो को कारं तो कंडे इए परिधि का व्यासा =ति = 
यर स्पञ इसखियै समस्षूच्याकारदाङ्क का पृषटठफल = ग्कोकेमनिः इसी में 
यदि परिधिन्पनरन चि ओर दी का पृष्टस्ू्नपरसू-कोके अचि 


४० > ५ 
तो पृष्ठफर = द । इस का साधन हमने अपने चटन॒कलनके ५ घक्रम 
मे केवल क्षे्रयुक्ति ही से किया दै | 

१४ 


[ 


२२ चगनिकलन । 
१४७। गी फे पृ्ठफट का आनयन | 


कस्पना करो क्रि चत्त का समीकरण र" = अ--वध्यह है ओर यह. 


(2 ~ धू = = ् र, ताग य्‌ 

वृत्त य अक्के चासे आर धूमक्रर एक गोट को वनाादेतो ` - = - ह 
तत नर | 
वा मो ् ॥ 
र ताय =\⁄^ { १५ (ताय ४. | 





इस दिये १४२ प्रक्रम का (२) समीकरण छेने से 
=. | र--ताय = | ताय=रण्भअय+स्थि 


कस्पना करो क्रि मूकचिन्दु से यः यःदूरी पर य अक्ष परर ठस्वरूप 
जोदो धसान उनसे गोर को काया तो कटे इण खण्ड का प्ृषटफल 
=२ ण्य (यरय) = प्र (यरय) ( यदिप=गोख की परिधि।) इख पर 
से सिद्ध होता दे करिकटे खण्ड का पृषटफर यरय: इसके अर्थात्‌ उसके उचा 
के वासरे घटता बढता है अ्थौन्‌ खण्डो की ईचाश्योौ मे जो सम्बन्ध है वही 
उनक्ते पृषटफट मे सम्बन्ध होता है | 

यटा यदि य=अ ओर यर्= -अतो गोटका समर पृष्टफर => अः 
= 9 > चर त्तफट | 


अयात्‌ चत्त के एल को चार गुना कर देने से वत्तसे वने गोट का प्ृषटफट 
होता दे। भारतवय मे सचसे पहले इस गोट के पृषटफल को भास्कराचार्थं ते 
निकाला हे ओर यद्यपि उन से इस की सची उपपरत्तिन इई तथापि गोल का 
वहत सा खण्ड कर ओर प्रत्येक खण्डौ काफल साधन कर उनके योग पर से 
अटकर से सच्चा ही प्रपर निकाला ओर ख ने जो अद्यद्ध पृष्टफल का साधन 
क्रिया था उसका खण्डन करिया ] 

भास्कराचायं ने अपने गोटाध्यायमें यहभी दिखटायाद्ै क्रि गोखके 
परिधि के आधे को व्यास मान एक कपडङ़ का वृत्त बनाया जाय ओर इख से यदि 
गोर को ढोकेतो गोरु का आधे से अधिक खण्डर्दैक जाता है इस लिये कपडे 
के चृत्तकाजो फर उसखकफे दूने से गोर का पृष्ठफल अस्प ही होगा ओर गणित 
से निचय है कि गोट के बृत्तके फल से कयड़ फे चत्त का दूना फर पांच गुना 
के आसन्न हे इस लिये वृत्त के फट को पांच गुना करने से गुणनफल गोल कं 
पषटफरु से अधिक होगा इस चयि छट्लने जो अपने गणितमे टिखादहे कि 


वक्रं का पृष्टुफलानयन । ९९७ 


(वत्तफषं परिधिष्नं समन्ततो मवति गोखपृष्टकफलम्‌) ब्रत्तफल को परिधि से गुण 
देने से पृष्टकल होता हे यह बहत ही अद्युद्ध हे । 
१४1 वबृहद्भ्यास के चारो ओर दीर्धचत्त के घूमने से जो घनक्षोत् हो उसको 


दीधेगोर कहो तो इस के पृष्ठफर के आनयन के दिये कल्पना करो कि दीघच्रत्त 
का समीकरण अभ्रः + कथ्यः = अस्कः यह्‌ है 


तार कय ताचा | | 
तो यहं = 
हों ह र ओर ८१ १ = 
~ क(\^ (अ-इष्यः) 
अर 


0, 


इख लिये १४९ परक्रम के (२) समीकरण से 
पु = (4 त | (८ (अ = र) ताय = 7कृड 1 ॥ ( अ ) ताय -. . (९) 


7 कद्‌ अ २ अ__ _? दय 
ध ----- ^ ~~ भ य व 
अ { य | डर ` च | इः अ 


यदि ०अके भीतरयके मानम चृष्ठफटका खायनकरे तो दीघेगोखं 











ल्या 
का आधा पृष्टफल = "अक { ९८ (१--इ) + "द ॥ 
( दीघेत्तरृक्षण देखो ) 
यदि यर, य! के भीतर चलानयन करं तो (१) से 


रक्‌ 
पु = --- 1 = य) ताय 


(क) न (~ (भ 4 11 [५ भ 

यह दिखलाता हे कि जिस दीघंकृत्त का~ छदद्‌व्यासाद्धं ओर क रघुच्यासारं 

हे उसका यर, य! सम्बन्धि द्विगुण कोटियो के भीतर जो खण्ड है उसे ¶्से गुण 
देने से य~भय! सुज सम्बन्धि अपने दीधेब्त्त का पृष्ठकङ हो जायगा । 


इसी तरह यदि दीधेवृत्त छचघुभ्यास के चाये ओर धुम कर घनशेत्र वनावे तो 
उसका प्ृष्ठफल भुस ओर कोटि को बद देनेसे 


अ~ 1१ 
घु = र| य ताचा ~ र्ग | | ॥॥ = | तार 
१ ड | र + तार 
अ 


२२८ चटा शिकुखन्‌ । 


~ >. अड्‌ [{२. - क क 
= रग द ॥ 9, अश्र ) च 


( ) "~+ ल्य 
द <पर्‌ 





०क के वीच मे चलानयन करने से ओर उसको दूना करदेने से 
सभर पृक = रम्अः+ » -- खा ९६ 
यवि == ---~- = इस अतिपरव्छय का यरयःके भीतर फल 


क 


स्न कयो तोस्पष्र होगा कि इसफट सेन् गुना उपर के घनष्छेज च्छा 
य९५यः भुजसमस्ब्रन्ीं ख होगा । 

१७६। परवख्य का चाप य अक्के चागे ओर घूम कर जो घने बनता 
दे उसके पृष्फट का आनयन । 

कस्पना करो कि परस्वख्य का समीकरण रः = यय यह हेतो 

तार =\अ - तश्चा ९ क 


ताय र ` ` तार क ञः 
८अ +र 
= इस लिये १४९ प्रक्रम फे (३) समीकरण से 


मअ 
पु = | २०८२ तच तार , - 1 र९८ (अः + र) तार 
+ 8 (| शरा र २ स 
= २ | \८ (य +र) २र तार = -> - >८ड (४ अः +र)र 
7 ( १. २ ध ४ 
= --् ४ अ +र )< +ल 
ओर र, केभ्ी = अर + र्‌ः) ६ ८अर 
०; ओर र? के स्मतर पृष्फर = -अ- 4 (अ+ रः) °--८स्‌ / 
१४७ कातन्वखी { (2161121 ) कः पृष्ठफलखानयन । 
य्‌ य॒ 
व 
दरसका र=५(इ +ईइ ") यह समीकरण टे 


॥ द य. य 
ओर ज्य य = ° वर्ह से गणना करने से चा => (द्गदं ) 


(ऽदं पक्रस देखो) इस स्यि यदि ख अश्च फे चारो ओर वक्र के घूमनेसे 
घनक्षे्न बना हो तो उसका पृष्फरे १४९१ प्रक्रम के (२) समीकस्ण से 


7 
४१ 
नमि 


वक्र कां पृष्टफलखानयन । 


ताल्वा + ४.4 
[२ "र ताय ताय यह होगा परन्तु यहां वक्र के लक्षण से 





ण ० र्य गः ध 2 > ६4 
र = ह = (न -रक-द्र ग +) = चष्+गः 
| च य॒ 
[साक ताचा_ ~=. तर द य्‌ 
दृ लिये र तर चा- वाचा} --= ---अौर--= (इग इ नं 
र्चा ता त 
(~ ताचा र्‌ 
=-ग इसलिये ताय = ट । 
य्‌ र्य 
ल २ { शः 99 
| < ९7 ११ ४ । लाथ = रग [र ता = १.0 (> २ | 
= ८.१ 1 
परख ( स्य॒ र्य गः रयं र्य 


= र (दग +द्न + रताय एव -इ १) +गन्य 
=” (स्यात^+ गय) 


इस से यह सिध होता है कि चापञ्चैर कोटिके घत ग शिल जञ 
जोड़ कर उको व्यार माने तो इस व्यास पर सेजो परिधि दो वहौ कात 
न्वसछी घनक्छेत्न क पृष्ठ होगा । 


इसी स्थान म यदि र अश्च के चारो ओर धूमनेसे धनक्ैच वनादहो तो 
पष्ठफल = 


। य १ 
र छथ ग ८ 
रन [य तचा = पत 1 ~ - = च ग +र ग) ताय 


य्‌ 


| न्भ) 


त = य॒. ` य 
एरन्तु | यइ " त्य = मयद्‌ ` -- ग [इ ग ताय <= गयद्र ग ग्ग 


य्‌ य्‌ य॒ य्‌ 


| 1 


+ ~ ग |इ ` ग ताय्‌ ~ -गयधर ` ग॒ 


+ 


आरः [चद ` ¶ ताय = -गयद्‌ ` 


४9 
- ग्ड ग खण्ड्चलानयन से । 
दख स्टियं 


म @ र 
०,य॒ के की ष = १. यद््गताय-+7/ यड्‌ गताय 
(४। 


1 [ि -- 
= 7८ (गयई्‌ ग -गंद्ध्‌ग + गः - गयड्‌ ग गष ग +ग) 


२२० चरख्याशरि कदन । 


गः + य[( र इ ग) [-ग[द्धम ~+इ ` प) 
= २7८ (गः + यचा-गर) | 
१४८। कषस्पना कसे कि कवपग पव क एक देखा सीभितयक्र हे लिक्च का 
| कग रेखा कफे दोनो ओर तुल्य अवयव 
हे । कग रेखा अय अक्ष के समानान्तर 
ओर अय अश्व क्षे के वाहर हे । 
अय अक्के चारो ओर इस श्चेज के 
घूमनेस जो घनक्षेच होगा उस का 
ल 


पु्रपट १४९१ प्रकरमसे यदिव, प आर 


॥ \ ++ 


चपको ब्रहती पास पास खमन्चो;; 
५ णि 1 श 

ओर अय अक्षपर वन ठम्बको र,वन लसम्बको ररक गके दोनो 
ओर खनद तरह से क्षेत्र के समान माग होनेसे वप चाप=वपं चाप तो. 


ह 





त | (र +र) ताचा = ४१्क ताचा ययँ क = तन इस लिये यदि. 


[न्क क 


समग्र वक्र की रम्बा अशरौत्‌ परिधि कवपगपवककामानसंचादहो तो समग्र 
पृ्रफर = र्प्क >< संचा | 


(कन क कित 


इस से यदह सिद्ध दोतादै किरेसेष्छेनोका पृषफट उनके परिधि ओर य 
अक्ष से समानान्तरयेखा क्रा अन्तरजो दो उस को उयासाद्धं मानने से जो वत्त 
कीपरिधिहो दनक घ्रात के तुस्य होता दे। 

जसे यदि वृत्त का समीकरण (य-च) +(र-स)--गः=न्णेसादहो तो 
स्प्टहैकिय अश्च के समानान्तर केन््रगामिनीरेखा जो होगी उसका य अक्ष 
से अन्तर ज होगा इस ल्य य अश्च के चासे ओर वृत्त के घूमने से गोटसुद्धिकरा 
होगी उख का पृषटकट = गोरपरिधि + ज व्यासाद्धं की परिधि = स्प्ग >< रप्ज 

यद यदि १८१वें प्रकरप से समानान्तर रेखा के उपस भाग का पृषठुफ 
साघनक्योतोपृ=र्ग [ज + ९८ { ग~(य- च) } |ताचा 


न र| स ताजा+ स [\८ { ग (य--च)ः) तध्चा 


9, 


वक्र का पृष्ठफलखानयन । २२६ 


= २ ण्जचा+ २" [५८ { ग--(य--च). ¦ ताचा = रग्जचा + ₹दग्गय 


छधुरूप करने से। 

दसी प्रकार रेखा के नीचे के माग का पृष्टफर = रग्जचा--र्प्गय 
पेसा होगा । 

इस स्टिये सभर घनफट = २ण्जञ >‹ सचा = रम्गज >+ गो- पः 

१४९ जिस वक्र का अक्षीय समीकरण श्रु =अ(१ +कोञ्याय) यद 
है, स्थिर रेखा के चारो ओर उस के धूमने से जो घनक्षेत्र होगा उस के पृष्टफक 
काकज्ञान करनादो तो १७१ पक्रम के (छ) समरीकग्ण से 


ताचा 
[र ष " ~ 1 
१ = || ्रञ्याय म ताध । 


| ताना. =, { श्चुः + | ता ` } =अ\८ {(९ + कोञ्याप)ः+ज्या् ) 
"७ तात < ५ । 


ताब् 
= अ\,८८२ + स्कोञ्याष) = रअ कोज्या 


दरस चये पु=ध्मः | (९ + कोज्याष)कोल्यादूल्याष ताप 


- ग्द ४ श 
= शद ग 6 कोज्या" ¶ृज्यादरताप = - ~~त -कोज्या ' इ +स्थि। 
| २२अ्‌ 
५ 

१५०} कस्पना करो कि परस्पर रम्वरूप तीन धयातटो के योग रेखाभो के 
वरासे किसी घनक्षेच्रके पृष्ठ का फ(य, र, रख) = ० यदह समीकरण दै (९<वां 
प्रक्रम देखो) तो इस पर से स्पष्ट दे कि 
ठ =फा (यर) रेखा होगा! जिस प्ष्ठविन्दु कामय) कोर, दं दै उस 
विन्दु पर घनक्ेच में स्पराधसततलख करने की इच्छा दे । 


०,१८्के भीतसर्ष के मानमे समयन घनक्षे का पृषएटफट = 


स्परशोधरात उसे कहते है जिस के ओर वक्र के पृष्ठ फे बीच दूसरा धरातल 
न वन सकं । इस धरातल के जानने के लिये पटले साधारण किसी चरातट का 
समीकरण वनाते ह । 


कर्पना कयो कि किसी इष्टयरातर मे प कोड विन्दु है जि्के शङ्कट का 


मूख यर धरातल मेम ओर यर घगतरु ओर इष्ट धरातल की योगरेखा 
. 
कग हे | 


२३२ चरुयरिकखन । 


मर विन्दसे अय ओर अर अक्ष पर क्रपसखे मनः मत ल्म्व डर्‌ कर यदा 
४ ष्‌ ७९ च ~ ॐ र॑ क र्‌ 1 सरो ॥ 
दौ ओर मश्वरोकिकमरेखा मे इनदौनौः छ्प्वो का योग न, ओर त 





म ५५ ४ 


(ॐ 
अवं यष्टा घनष्टेैनमिति से रा=खङन=पम, सु=य=अन ओर करेटि= 
र=मन। ८ समप =यर धर्यते ओर इरत से उत्पस्न क्रोम =, 
८ क =क, ८ग=म) 
नग = अग-मनं = अग--य .'. नन = नग कोस्फ नं = (अभय) कोस्पक 
ओर नम = नन-मन = (अग--य) कोस्पक--र, ` ममं = न॑म ज्यान 
= (अग--य) कोञ्याक--रज्याक परन्तु मम॑ = वम कोस्प ८ पमंम 
= खकोस्पड । इस छिये 
( अग्-य )कोठ्याक-रल्याक् = अगज्याग--पञ्याग--रञ्याक्‌ = रुकोस्पद्‌ 
वा य ज्याग्‌ + रज्याक + रखुकोस्पइ--अगंस्याग-०, * - -* ` - * (९) 
इस मे ज्याग, व्याक, कोस्पद्‌, ओर--अभञ्याग इन स्थिराह्कौ को इनके 
सह त्तमापवत्तन से आागदे कर इनकेषथान ये क्रमसेञा, का, खा, गाका 
उत्थापन देवो तो धरातल श्ना समीद्छर्ण 
आय+कार+खाल-+ग=-० - - - - - ` * * (२ यह इभा 
करपना करो किं पृष्ठ के उस विन्दु पर गये धरातल का समीकरण 
आय +कार^खार+गा=० यहद तो श्सख के दूसरे चिन्दुके मुय, 
कोर, शं=रुसे आय॑-+कारः+ खाठ+गा= ० रेखा समीकरण होगा । 
इख खिये दोनौ के अन्तर से आ(य--य) + का(९--र) + खा(ल--र) = ० 


वक्र कां पृषएफटखानयन । २२३ 


इसय्यि छ- ट = आ ^^ य+ का ^ र ज्य स = अ - ल = -का 


परन्तु य + ^ य॒, र +^ र भरुजकोटि के वरासे घनवक्त के पृष्ठका राङ्क 
~ 04 ~ र 


ताय त 
ताष्ट ताष्छ ताष्ट 
+ २! ^ य): ~ २ ------- ^+ य ^ र + र) 1 ५5. 
^^ ताय ( ) तायं तार (~र ; 


। २। 


(चखनकलन का द्वं प्रक्रम देखो) इस लिये घनक्षेच के पृष्ठके रङ्कम 
धरातल के शङ्क को घटा देने से 


क 


अन्तर = अ = (ता -- श) ^+ य ~+ (ता = कश) ८२ 


ता्ट २-ताल. (^+य ^र+-ताछ( ^ सोर} + 
ताय ताय तार 


य॒र धरात्तर मे जिन विष्दुञओका य, र ओर य+ ^+य;र+ ^ र सुजकोटि 

ड उन पर ग्रेखाय अश्च से यदिव कोण वनाचेतो ^ र = यस्पव अन्तर में 
त स 
इन का उत्थापन देने से 


{ | - ज॑ | |= क | स्पव | ^ य 
४. त्र 





















॥ ^९ य) 
+ | ता +२-ताल स्पव-+-तालं स्पत्व (^ य) ] 
तायः तायतार 
इस चल्िये 
ड ॥, 
+ | -ताल वि | | ताठ -की| ६ 
ताय 
[ _ ता व ताछ सूप च | ^५य्‌ 
ताय तायतार 
यद्‌ खमीकरण दिखदाता है कि ^\ य अव्यदस्प छेने स यदह 
(तस - ओ) + (वत --का)स्पव इसके तुस्य हो सकतादे इसमे यदि 
तङि | 
8 क ताय र त न (५ में 
^य, ^\ रपसो किस्पव= -- तौ स्पष्र हैक एक देखा. 
ह ~ 7 
परमास्प अन्तर दुल्य के खगभग होगा । 
रन्तु यदि तट = ओर उ - कातो सव दिशा मे परमास्य अ- 


तर 
स्तर ुन्यके ख्गमगहोगा ओर ^\ यकं स्थान मे ताय रखने से टीकदी 


टीक दान्यके तव्य होगा पेली दशा मे व घरात स्परशघसतर दगा 


५१५ 


५२७ चटरडहिरखस | 


म 


ओर उस का समीकरण ॐ, क के स्थान त तत, 


0 4 9 ५" (द 


(९) समीकरण का रूपान्तर कर्ने से 
ल~=अगस्पदटव्या ग~यस्पट्ज्य्रग-रस्पद्‌न्याक 


खं-ख = (यय) + 
ताच् 


ज 1 [| 
ओरख-अगस्पदच्छाग-पस्पद्रज्य्राग-र्स्पदनज्याक 
( अ 1 ( 
दस ल्यि खकु -स्पद्‌ल्याग (य-य)--स्पडइ्‌ ज्या क(र--र),--() 


(३) आर (४) का तंखना करने म 


तट तृ सइ त 
ताय = -- स्पञ्याग, तार = ~~ स्पदज्याक्र = -- स्पदक्ाञ्याग 


<~ नाच ५ नान ५ ध 
इस लिये ला) ) ५ ( व) =. 


क ताल्ं ५: नान्य ५२ | 
सवके कध 1१४८) (क) . ~ ~ल 


त्‌ 


११ 


म॑ यहाँ पर घनश्रेचमिति के सिद्धान्तो का वणेन नहीं करता ह किन्तु घन- 
छ्वे्मिति के चख स कुक चलयशि कं सिद्धान्त को दिखद्ाया चाहता ह । हिन्ी 
मापामे घनक्षेजभिति केन दने सं उपयोगी सिद्धान्त काकु वणन कर दिया 
हे । डिमागेन (17दपा0नटु2 ) खाहव ने चटनकलन ओर चटसाङ्िकटन के 
१५ वे अध्याय मे इख विपय पर वहत वद्र खा दे ! चलगादहिकटन मे घन- 
क्षत्रमिति के सिद्धान्ती क लिग्वना तै अनावद्यक समन्चना हं । 

९५९। कल्पना करोकि यर घरातट सखे जौ दृप्रधयतर इ तुल्य कोण 


न, ५७ 1 ५५, 0 [क 
वनाता हे उसमे खपवममतदघखणप्क कोड क्षेत्रे दसकेखीमा के पनि- 


विन्दु से यर घगतल पर 
ठक्च इट लम्वमूखा मे 


रेषणा कर देने से यर चग- 
¢> तट मे एक नया क्षेत 
„ 1 -,\ { । 
~ सेश्पष्वरदरश्वःपः सख उत्पर्न 
^. 


(7 हआ इस का फट जानना 
होतो प्ले श्च मे को 
ख विन्दु ठेकर धरातल क 
योगध्खा क गके समा- 
नान्वर खद्‌ रेखा खींयो । 
इस काछीटाक्रोेटा च के समान वहुतसा विभाग कर पति भागौ पर पपं, 





४, 


वक्र का पृष्फलसनयन । २३५ 


| ^ 1, 
वरवे, भभ, इत्यादि रम्ब खड़ा करर दो इख तर्द से दस क्षे क्षा समानरम्व- 
चतुभज रूप वहुत खण्ड हो गये जिन मे किसी एक पपच॑व चतु्ुज 


॥ + लुचधु | ् फ ४९ 
का फलक = च | ---- | आर इस चतुर्ुज के वशस्ं यर धरातल में 


(1 

7 य च [+ ष त्‌ १ 1 ९ 
नये क्षे मे मी ठमभ्वमूक के वशा से एक स्मान छस्व पःपरवैशव, चतु तज 
उत्पन्न होगा जिस मे एः! प, = कोञ्याद्‌›प प॑, वैरतः = कोल्याद्ःववं ओर 


इस मे टख्प्य मान व्ही च क तस्य होगा इस लिये दसं क्रा फट 





(< 





॥ 7 
| ------ | कोज्या ड्‌ पटे चतुशेजका 


फल > कोज्या द्‌ ॥ दसी तर्द सव यदे तुमुलो ¢ एर क कञ्याई्‌ से गुण देने 
से नयैष्षेच के चतुश्रूजौ का सव फर होगा दस च्विये सच चतुश्वैजो का योग नयं 
घ्वेच का फर = पदखे श्छे्न कं चतु्धुजो का खग >< कोल्याद्‌ = पले क्वे का 
प्र >‹ काज्यार । 


दरस से यह सिद्ध होता हे कि जिसखं धरातछमे जो कोट क्चेच हो उखके प्रान्त 
से दुसरे धरातख मे खप्व डाल दस क्षे को दुसरे धरातर मे परिमाप्नन करे तो 
परिगत केच का परु पटे क्षेत्र के फडठ को घशतलो के सुका की कोरिज्या से 
शुण देने से ह्येगा | 

९५२] कस्पना करो करि किकी घनक्षे्र कृ पृष्ठका फ़ (य, र, ङ) =° 
यद समीकरण हे । पृष्ठकेप बिष्ट का भुन्य, को-र,-श-~-ख ओर प 
विन्दुके वहुतदहीपास जोव विन्दुहै उसकाभु=य-+ ^यःको=र+ ^\र 
रां=र-+ ^\ख) प, विन्दु पर एक स्पराचयया्तट वना ठो आर प आरव 
विन्दु मे ख्गा करय ढः, र छ, धरयत के समानान्तर घरात को 
वनाय तो समानान्तर घयरातखौ से जो स्परघरातर मे अवयव उत्पन्न 
हआ उसके प्रान्त से य र धरातख पर यदि रम्ब डरे तो उस का 
परिणत रूप एक आयत होगा जिसका अज ^\य, को= ^+र इस लिये 


य > 
स्पराधयातङ के अवयव का फर = न । १५९ प्रक्रम से इस मे 
ॐ धू +^ 8 


स्पष्टे करि ^+य के स्थान मे यदि ताय कोस्व दं तो स्पर्छघरातछ 
का अवयव घनक्षेच के पष्ठ का अवयव द्ये जायगा । परन्तु जव 


य=ताय तो र~तार इसलिये रख धरातल के समानान्तर दोनो 


२३६ चखरारिकटन । 


धरातटो के कीच का प्ृषटफर = ताय | तार ओर समग्र प्रष्ठफर 
4 कोल्याद्‌ 


तार तारः ध: 
| + ॥ कोज्या १1 ५ ॥ {+ (तब) + (नर, र 


१.५० प्रक्रम अर दगुण चलार्नयन स 
य्ह यि पदे तारको स्थिर मान चछानयन करो लो यट धरातल के 
स्ानान्तर घरात जो है उन के वीच का पदे पृषटफख आवेगा फिर इस पर से 
तारके वद्य से समग्र पृषटफट आ जायगा । 
निर्‌ | श भ त[>ख 
पष्ठ के समीकरण के वासे -नमःतार क मान विदित हो जागे फि 
य, ओर र कै उचित सीमा प्रर से अभीष्ट प्रष्लण्ड का फट 
[ ता ताल \ { 
| \ १ ९९ ताय ॥.) (तार ताय दस पर से विदित हा जायगा । 
जैसे (९) जिस गोर के पृ कायः+र'+लः= अः यह समीकरण हे उस के 
अ्रमाहा का पृषटफर जानना डे तो यदा 


ताल य_ ताक _ र 


[ 


ताय = ` ठ ्तार्‌ ` ट 


र 
सस्थ्यि 1 ५८ (१९ + छ तार ताय 
[| अतार ताय 
५८ (अ~य --र) 
तार तय । तार ताय 
॥ि अ | 4 च [| याद्‌ अ-य ~रः 
९८ (अय -र) ९८ (रः--र ) प्व ४ £ 
तार ्, 
परर | == ऊग्ा `... 
+ "(रर ` रए 
यहो यदि क-० तौ यर धरातल मं जो गोलपृष्ट का अवयव छगा 
हे उस का समीकरण अ--य=र'=रष्ला होगा इस मे यदि र=०, 


ओरर=र! मानतो अय अक्के उपरसे यर धरातल ओर गोखप्रष्ठ के 
सम्पात तकः रख धरतर के समानान्तर धरातले के वीच का 


र? तार श 
ष्ठु ८  \८(स्-रण ८ (रः र) ष्र्‌ 


४4 (4 मे न [+ 
इसखिये पर = श [ ताय दस मे यदि ° ओर अ के वीच य के मान 


वक्र का दृछठफर्टानयन । २२७ 


) ५९ [त र प ६८५। 
मरं चदखानयन कर तौगोटके अष्रमांशापृष्ठ का फर = 
समग्र पृषछफट = ग्यः | 





इस लिये 


इसी स्थान मे यदि पटर ताय ओर फिर तार के वद सेचटखानयन करतो 
ऊपर की य॒क्ति से अण्मांशापृषठका फट 


| र्‌ ५ (\ च्‌ ‰ 
1 तायवता । जषा यः = अर 
८ (अर -य ) 


(२) जिख घनक्षेच के पृष्ठ का कः+ (य को्याञः! + रज्याञः)---अः = ° 
यह समीकरण हे उस के पृष फट का क्या मान होगा) 


यद्य . ताल = ~ कोडयाभ(यकोज्या म, + र्ञया ज) 
ताय्‌ ल 
ता. = ~ ज्याययकोज्याभ + रज्यायः) 
तार्‌ 


दसद प 4 | अतारताय || | 7 अनर तार 


-(यकोञ्याअः + रज्या) ; 
यर धरातट धनप को जदं काडता हे उस का समीकरण 
अ = ¬ (यकोज्याअभ--रज्याअः) यह्‌ है 


। यदह धनचिह ग्रहण करने से घन 
पद्‌ मे र = (भ-यकोल्याअ.) कोले, 


तार 
अव 1 ~~ 
\८ { अ-(यकोर 


ल्या, + रल्याथः) 


स हि 
व | कोज्या, + रञ्याअः र 
ज्याः अ 


र = (अ-य कोञ्याथशेकोदेअ, के भीतर का मानं 





१. यकोञ्याय,. 
= ~~ त ९ | १ ~~~ १ ) 
१ 





४ _! यकोल्खाभ 
इस लिये पु = त्न | ( ज्या र ९) ताय 


+ (~ 7ेञ्याः अ 
इस मे यदि ज्या-\-वक्(वान = सतो पस य ओं 
ॐ कोञ्याअः 


1 


५९ 


२२२३८ चरखरारिकटन । 








क 
द 
अकोञ्याखतास सतास_ = ताय 
कोज्या! 
(करार 
इस्‌! टख्य 
1 तायस्या-ः -यकाज्याथ, = | ~ 0 | व 
< ऋ{<दाथः कल्याः . 
< सउ्य 
= ------- (सज्यास + कोञ्यास) 
कल्या 
॥ = अ ~, = क 
अव ० आर --- प भतम य क मनिम 
कल्याः । 
अ | अ त -; यकाल्याम 
| ताथ 
द्‌ ज्या, ८ कोञ्याअ, (- ) ता 
= -- (२ 1 + ~ स स 1 व ~ य 
ल्या, `° कोज्या! कोज्या! ` कोस्थ, ज्याथ!कोल्याअः 


यद पृष्फर धन पद्‌ मे जो घनश्च का खण्ड है उस का हुआ | 


यदि ध्यान दे कर विचचार कसे तो जिस घनक्षेच के पृष्टका समीकरण उपर 
चिख कर दिखाया ह वह एक सखमसटमस्तक रूप राङ्क है जिस के अश्च का समी- 
करण ट = ०, य कोल्याअ! + रज्याअ, = ° ससा होगा । 


९५३। वहुत से धघनक्षे्न कं पू 
क न = स ५१ ^ २९ (~ 
१५२ श्रक्रम मं देखा गया हे एक ही होते हे) जेसे जिस पृथका रथ =-य+र 
यह समीकरण हे उस मेँ 





ताल ताल {शः ~ >~ ~ ॥ 
ताय ) ( तार द आर 1जस क पष्ठ का समीकरण 


स मै मी (तर ˆ /ताल५\. यः+र 
| (ट) < य य्‌ उस व्यं ---- न 
अल = यर यह दै उसमे भी ( तायं ) + (लार 3 
६) मवे! ् [ष ५, 4 से 
वही सिद्ध हीता है इस लिय दोनो मे पृष्ठ का परमास्पमान अर्थात्‌ तात्कालिकी 
गति णक दी है । फेस पुषा का युखर ( पालः ) ने (०णड्कःपला( नाम रक्खा है 


र 


मे इन्दं समगतिक पृष्ठ कता हूं । 


इसी प्रकार (रु--ग) = { (य--अ) + (र--क) ; स्प इस राङ्क ओर 


वक्र का पृए्कलखानयन। २३९. 
यकोज्याथः + र कोञ्याक+ ट कोल्याद्‌=घ इस धरातछमे भी पष्ट का अवयव 
पक ही है । ज्यं कोज्या, + कोज्या क, + कोज्याष्ट्‌ = १ इसी तरह 

प्अख=य +र 
रमर = (य रगं + स्यर\८ (१- गः) 
२अल = { (य +र)-छकयर + र्ग(य-र) +क+गः } द 
इत्यादि सव पृष्ठ समगतिक पृष्ठ हे । 
१५७ यदि स्प्छधरातशर मे रेखा एक अवथव र जिस कायर धरातख मे 


परिणत मान श्रुताश्ुताष यहदहेतो 


ह 11५८ 0 ६ ) (तार्‌) } शरुता ताप 


जैसे जिक्ष घनश्लेत् क पुष्करा यर = जर यह समीकरण है वह्‌ थः +र. = २ 
दस वृत्तस काटागयातो कटे खण्ड का यृष्टफङ जानना दहो तो यदहं 


४ 8 ् 
छद = ५८(९ + ~ दः ) 2.0. क्थौकि यः+ रः = श्चुः 


अ 
प्र १ 
इस चिये प ४ ४ ५८(अ +शु + श्रुताशरु ताप 


॥9, 


रन्तु [' ८-५.अ. +शु ) श्रुताश्च = ९ (अ +श्रः )2 


4 ^ {( अः श्रु ट 3. 
(| लिये || ग५८८अ +शु ) श्रुताश्च = ~ | ( अ ~~ गः ) --अः ॥ 


| 
० र | 
ओर  -- ॥ ( अ+ गः )4--अः ] ताष= 1 ( खः + गः )९--अः ) 
८ अ दअ 


>. > | 7 (ग अग), | 
स लिये अभीष्ट पफल = | ४ | गम) ध्रुताश्रुताष 
५5 5 


त "९ {| ( अ -- ग ) आः | 


२० चरखरारिच्छटन | 
१५५ यदि पृष्ट का अश्षीय समीकरण ठ अशान्‌ 
य = श्रुञ्याप केज्यावः, र = श्वुज्याप्ल्यापः, क =श्रु कोञ्याय 


(हि 


ओर इन पर से ताय, तार इत्यादि का सान चना करः 


तार ॥., [ ताद 1] 
= ^^ 4 {| भ | ताय्‌ | ४ | तट 


षिः 


इत्मे उत्थापनद्‌ तो 
ए = ८८५८ 4 शुच्य पञ ता | 
तष ऋ (न 
रसा सिद्ध होगा । जहां सुभीता समस पड़ तं इस परः से भी उचित 
सीमा के मीतर पुष्टफर जान सकते ह विस्तार कं भयस वदहुत वड्ाना 


नीं चाहते । २० प्रक्रम कं (२) उदाहरण तक्र पर्हरचगे ता स्पण्र घनच 
ह जायगा । 








( 9 श्रना ताप, 





चक्र क्य वर्नृपटलानयन ) 


९५६ कल्पना करो क्रि आ, क्रमे नियत विन्दु ओरप कोई चिन्दुटै 
जिस काभु=अस=य, को = पम = र ओर मान 
खोकिञआकेमुजसेय वड दे। 

करपना कयो कि आपव चक्र य अश्च कः चासो 
ओर घूम कर घनक्षे् बनाता है तो चदि आ ओर 
|ॐ शि प विन्दुमे गये ओरय अक्ष पर टस्वरूपणेमेदो 
अ मृ न प धघरगवो से घनश्च को कार ओर इन दोनी 
धरतटखो के वीचमे कै घनफटकोघ कै तो चद्टनकटन के १६० वं परक्रम सं 





ताध ~ 7 
ताय 


दस लिये घ = .^ग्रः ताय 
वक्र के समीकरणसेर का ज्ञान य के फक रूप मे आज्ायगा। 
खमश्च खो कि .^ग्स्ताय = फा(य) तो 
घ = फाल्य) + स्थि 
कस्पना कणे कि जिस विन्दुकासु=य,उस का घनफठ= घ! ओर जिस 
विन्दु कामु =यरउस का चनफलछ=घरदैतो 


श्रनकखानथन | २१ 


ध = फर(यः) न खि 
घर = का(यर) + स्थि 


इस लिये घर-घर = फा(यरो-प्रा(यः) = | चर तर्ताय => | रताय 
यः य 
१५७ समसूच्याकार शङ्क का घनफखानयन । 
करपना कयो कि धक सर रेखा अ मूर चिन्दुमे होकर गई ओरय 
अक्ष से अ तेख्य कोण बनाती हे तो य अक्ष के चारो ओर इस के धूमनेसे 
समसूची उत्पन्न होगी ( १४२ क्रम देखो ) इस लिये यहा र = य-स्पअ 


$ (8 २ @ ॥ (+. 
घ = ग स्पप्य यस्ताय = -इ-- + स्थि 


९ ण्स्पञअ । 
आर ध---घः = -इ- ( यरय: ) 
कट्पना करो कि य९= ° ओर चि = यर स्पञ अथात्‌ थर= -->- तो 


स्प 
समसूच्याकार राङ्क ( जिसके आधार परिधि का व्यासाद्धं िदहै) का 
द स्यथ रस्य य । 

इस से यह सिद्ध होता है कि समखात फर की तिहाई सूची का धनफङ होता 
दे । इस को भास्कराचायं ने भी अपनी खीलावती मे छिखा हे । 

१५८ गोर का घनफलखनयन । 

यहां र = अ~यः 
इस लिये घ = .^गरष्ताय = "^ (अ--यरताय 


धनफट = 


५ व 3, 
= ए(अभ्य----) +स्थि। य=० ओर य=अ मानने से आधे गोर का 


% ग अरं ४८7अः ५८ २अ 
६ 





२ग्ञअ २ छिये भ 
धनफल = --- इस लिये सम्पूणं घनफट = 


= ~ अर्थात्‌ पुष्ठफट को व्यास से गुण कर छ का भाग देने से 


मोट का घनफट होतादहे। इसको भी भास्कराचायं ने अपनी टीलावती समे 
लिखा हे। | 
१५९ जिस परवदख्य का रः = छअय यह समीकरण हे यं अक्ष के चायो 


ओर उख के घूमने से जो घनक्चे्र होगा उसका 
१६ 


२४२ वलराहरिकखन । 


घ = ./^ "रताय = 7 /८'छ्यय ताय = ७अ7.८^यताय = २अन्य + स्थि 
इख लिये घ.--घ? = २अम्(यः--यः) इस मे यदि यः=न्तो प्षेत्रके समी- 
कृरण से घः=-० इख लिये र> कोटि से वने वत्त ओर शिरः स्थानके 


अय.ग र 
आतर द्या घनफट = र ग्यः == ~~~ 2 7 - दः 


अथीत्‌ जिस सखमतख्मस्तकपरिधि राङ्क का आधार ररत्रिज्या से उत्पन्न 
परिधि ह्यो ओर उचा यहो उस के घनफल के आधे के बरावर उसी चार 
ओर उसी आधार् से जो परवटख्य का घनश्च होगा उस का धनफट होगा । 
९६० चलनकखन के ३८८ पृष्ठ मे जो चक्रारद्‌ (नागत) का समीकरण 
र= कः (अ+ञ्याय), य =क (१-कोज्याभ) यहे तोय अक्के चासे 
ओर दस के धूमने से जो घनक्चैत्र होगा उस का 
घ = .^ गर ताय = णक./ (अ + ज्याअ) ज्याअताञअ 
= (पक (अ + सअज्याअ + ज्याअ)स्याअताअ 
यदह खण्डचलखानयन से 
/^"अ्ज्याअताअ = -- अकोज्याअ + २.८ अकोज्याअताञ 
= -- अकोज्याअ + रअन्याअ + परकोज्याअ । 
^^ रजज्याष्यताअ = .^अ(९-कोन्यारम)ताअ 
अन्यास. _ कोज्यारञ 
२ & 
_ कोञ्याअज्याअ 
| 
-;; , ~ _ -कोज्याअज्याअ _ रकोज्याअ 
२ ये 
अब आधे च॑क्रालद के धूमनेसे जो घनक्षे्र होता हे उस के घनफल का ज्ञान 
करनादहदोतोय=०्ओर यन्खकवाञअ=०,अ=ग्के भीतर ऊपर के चलो 
का मानले आनेसे 


अः 
ददं अ कन | 
२ 


आर || उ्याप्यताअ + ~| उयाताथ 


( १२ वे प्रक्रम के १५ वें उदाहरण से) । 


ध्र 
. | अशल्याअताअ = "~--२--२ = 7"--४ 


श्र २ 7२ 


` ‰ {ग ह 
|| अज्या अता = - -₹+र= =) 
५ 


ग्र 


धनफरखानंयन । 


<. (ए । 
नोर | ज्या*अताअ = + ३ = डः 


© 


इख खये अभीष्घनपठख 
= ,37२ 
= स्कः { --9+ र + | = न्क (*र -&)। 
१६१ यदि वकर र अक्के चाये ओर धूम कर धनक्षे् वनावे तो स्पष्टे 


किंउसका धनफखय आओररको वद्ट देने से || ¶्य्तार यह्‌ होगा । इस 


4 


रर 
दिये घ~घ, = 7 | यर्तार णखा होगा) 
रए 
१६२ परवटख्य का रः = ४अय यदह सखमीकरण हे ओर यह र अश्च केचयारो 
ओर घूम कर घनश्च बनाता हे तो इस का घन फ उपर के प्रक्रम से 


वप्र" [स 
१४ 
न स्य 





ध = ¶ पप्य तार = १ य ---तार = 


इख लिये घर--घ, = य । इसमे यदि रश्=ण्तो ष्चे्नके समी- 


८ @ 
करण से घ९= ° इस लिये र< जिज्या से बने वृत्त ओर हिरः स्थान के भीतर का 
घनफल = -->.- । 
<न 


९६२] यदि दो वक्रय अक्के चारो ओर धूम करदो घनक्षेच बनातेहौतो 
जो धरातल य अश्च पर टम्ब दहे पसेदो चयतखो से दोनो घनक्षेजो के कारनेसे 
उन के भीतर जो घनफर होगे उन के अन्तरको.घ कष्ो ओर पदखेवक्रका 
र = फ(य) यह ओर दूसरे का र = फ(य) यह समीकरण हो तो पिछले प्रक्रमो से, 
स्पध्रहेकिघ 7८. { फ (य) } ~ { फ(य) } वताय यह होगा | 

जिन दोनो टम्बरूपी घरातलो से दोनो. घनक्षे्ो को कटाहे उन का समी- 
करण क्रम सेयदिय=य,,यन्यरपेसेद्योतो उपर के चरमे यः, य. के भीतर 
जो मान होगा वदी घनफर का अन्तर होगा । 

कपना करो.कि एक सीमित वक्रफेखाहे किएक स्ख रेखा जिसका 
समीकरण र = क हे उस े सव कोटि खण्डरूपी पू्णल्याओं का समान दिभाग 
करती हे ( १४८बं प्रक्रम का क्षे देखो ) तो पूर्णेञ्या का मान यदि फि(य) दो तो 
रेखा के नीचे वक्र के भाग का समीकरण र = अ -- फि(य) = फा(य) ओर ऊपर 


२४८ चररकश्िकरन ! 


के माग का समीकरण र= क + फि(य) = फ(य) फेखा होगा । इस सिय दोनों 
मागो खे उत्पन्न धनष का फल = घ = "./[ { फ(य) } -- {फा(य) } "ताय 
= ७ग्क./^फि(य) ताय 
कर्पन्श कये कि सीमित वक्रके दोनो प्रान्तके जटां कोटि वक्र की 
£ * त्‌ ¢ क म < र @ ध 
स्पररेखा हो जाती हे भुज क्मसेययन्दैतोय अक केचारे ओर सीमित 
वक्र के घूमने से जो घनक्छे्र उत्पन्न होगः उख का घन-- 


खः 
फट = छग्क्‌ | फि(य)ताय यह होगा । 
यः 


यह अक्ल के चायो ओर चक्रके धूमनेखे जो घनक्षेज दोगा इस वाक््यका 
तात्पथे यह हे कि य, ओर र अश्च से जितने जितने अन्तर पर वक्र के प्रत्यवयव ह 
उतने ही उतने हयी अन्तर पर सव्र रहै पेखा वक्र को चारो ओर घुमानेसे वक्र के 
आकार के बश से आकार मं जो घनाङकृति उत्पन्न हो वही वक्रजन्य घनक्षेत्न हे । 

उपर के घनफल मे अ्थीत्‌ °. { फ(य) { ~ { फा(य) } वताय इस में 
यदि फ(य) के स्थान से र ओर पफा(य) के स्थानमेर्स्लदेतो 

घ = ”./(रः-र रताय = 7 „/^ (र +र) (र--र)ताय = रण्क /^ (र-र)ताय 
देला होगा परन्तु ^ (र--रः)ताय यह पिके अभ्याय से सीमित वक्र का फल है। 

दस लिये यदि सम्पूणं चक्का करुञद्ो तो सस्पूणे घनक्षेत्र कापर 
२क > आ दोगा ! यहयो भी १४८ प्रक्रम के पेखा समश्च रेना चादिये कि चक्र का 
सव भाग य॒ अक्के ऊपर हे) यदि वक्र का कुछ माग य अश्चकेनीचेमीदोतो 
सहज से दिखला सक्ते हो कि रग्क >आ यह य अक के नीचे ओर ऊपर के घन- 
च्छच विभागो के घन फरो का अन्तर होमा । 

ज्ञेसे १७८ पक्रम मे जो (य-च) + (र-ज)- गः = ° इस वृत्त के य अक्ष 
के चारो ओर घूमने से गोलीय सुद्धिका होगी उस का घनफर ऊपर की युक्ति से 
यर्ष्गप्ज यह होगा जहां ग वृत्त कां व्यासाद्धं ओर ज; य अक्ष से चन्त के केन्द्र 
का छस्चरूपी अन्तर दे । 

१६३। ` इसी तरह यदि दोनो चक्र जिन के समीकरण क्रम से 

य = फ़(र), य = फा(रः) 
ये है र अक्ष के चासे ओर घूमकर घनक्षेज वनाव तो ऊपर के धक्रम कौ युक्तिसे 
घनफलखान्तर = घ = 7. { फ (र) } ~ { फा(र) } २] तार यह होगा । 


घनपङह्नयन । २४५ 
पिर इस पर से पूवेवत्‌ विचार कर सक्ते हो । 


१६७} शणदेवं पक्रम मे घनफङ के चि जो युक्ति छिखी गद है उसी युक्ति 
से चाहे जैसा घनक्चे्र हो सब का घनपफट जान सकते है । 


छ. 


जेसे किसी घनक्षेच को य अक्ष पर छम्ब जो धरावङ है उस से कारे ओर 
कटे क्षेत्र का फट फ(य) कस्पना करे तो स्पष्ट हे कि इस लम्बरूपी धरातल क 
बहुत ही पास जो दुरा टम्बरूप धरातूहै उस सेमी जो कट कर दोनो धरा- 
तलो के वीच मे घनक्षेन का घनफल८५घ है वह फ(य)^\य के समान होगा इस लिये 


-- = फए(य) ^\ य को रदुल्य अथीत्‌ ताय मानने से 


|> 


ताघ 


भन 


तामं फ(य) .. घ = ,८^फ(य) ताय रेखा होगा । 


१९६५ देधंवरत्तीय घनक्षेत्र जिसके पृष्ठ का समीकरण 


० यह हैः उसका घनफलानयन । 
अः कः मः न 


यदं यदि घनक्षे्र को य अश्च पर छस्व घरातक सरे काटो जो कि मूड विन्दु 
सेय तुल्य हट कर य अक्षम लगा है तो घनक्षे्र के लक्षण से कटा हआ प्रदेहा 
एक दीधेवत्त दोगा जिसके दोनो व्यासाद्धं क्रम से 


क\८ | ९ - जः 1 ग\८ | न श] ये दै इस खि छेदित प्रददा का 


(4 
फन = फ(य) = ° क ग(१ - स ) यह इञ ओर अभीष्ट क्षेत्र का संपूर्णं घनफड 
अ २ 
= | [ च 1.  छम्अकग 
९ ~ - = | ग्ग ताय =4- कग. 
| ९ अ | द 


१६६। किसी सूची क्षे का घधनपडानयन । 


कल्पना करो कि सूची का आधार कोई बहुभुजक्छे ड जिस का फट 
आ है ओर सूत्ैका बेधवा उचाईवेहे तो यदि सुज, कोटि शङ्कमौ का 
मूढ विन्दु सी का शिरःस्थान मानं ओर य अक्ष को सूची के आधार पर 


छम्ब रूप माने दो १६९ प्रक्रम की युक्ति सरे सूची का घनफल [३ फ(य) ताय 
© 


यह होगा । अब यदि य अकच पर ङम्बरूपी धरातल से सूची कोकां 


२५६ खटखरारिकटन । 


(१ ७ 


तो स्प दहे कि ऊदिव प्रदेशा आधार का सजातीय दोगा इस .टट्ििये 


~ 


दस परदेदा का फट = फ(य) इस टये सची का ध्रनफल 


वैः 
ठे 
४ | फ(य)ताय | यज ताय =--था |) यन्ताय = ज 
बे 


वह्ुभुज क्षेत्र रूपी आघार के स्थान मे यदि कोई सीमितक्षे्रहो तव मी यही 
घनफक आवेगा । इस पर से यह सिद्ध होता है कि आधार पर वेध तुल्य वेध में 
जो समखात का घनफड होता हे उसके ततीयांरा के तुल्य सूची का घनफल 
होता हे । इसको भी भास्कराचायं ने अपनी खीखावती के खातव्यवदहारमे लिखा 
हे (समखातफटच्यंशः सूचीखाते फं भवति) परन्तु इसकी उपपत्ति कहीं नहीं 
टिखीदे। 


~. यः र छः 
९८७ कल्पना करो "क द्र न ङ्क प गर = १ यहु पक श्{तिपर्वदल- 
ध ६ क यः रर द्धः 
यिक घनक्षे्न का समीकरण आर द्र - द्ध जर ० यद पक सम- 


् 


सूच्याकार शशाङ्क का समीकरण है तो परे घनश्च कोय अश्च पर कम्ब 
ओर मू विन्दुसे यतुल्य हट कर य अक्ष मे ख्गा इआ जो धरातल 
दे उस से कारे तो छेदित पदेशा एक दीधेचत्त होगा जिस का फर फक(य) = 


त | 
क्‌ ग [र ध | यह होगा ओर उसी धरातल सखे राङ्क का छेदित 


पदेश भी दीषवृत्तदी होगा जिसका फल = फा(य) - इस लिये 


कगय 
म 
दोनौ का अन्तर प्कग यदह इुआ। इस लिये शङ्कुः आतिपरवख्यिक ओर 
दो छम्ब रूपी धरातल जो मूर चिन्दु से क्रम सरे यर यः तुस्य ट 
करय अश्च मे खगे है उनके भीतर का घनफट= | चरग्कं ग॒ ताय 
` | | यः 
=म्कग (यरय) 
१६८! जिन समानान्तर धरातखो से घनक्षे् को कार कर उपर के 
, प्रक्रमौ मेः घनफर सप्धन की युक्ति दिखाई दैवे यदिय अक्ष पर छम्ब 


नदो किन्तु य अक्त उनसे अ? तुस्य छ्चका दो तो स्पष्ट हेकि ॥ फ(य) ताय इस 


घ्रनफलानयन । २७७ 
कं स्थान मं [फच) ज्याभर्ताय इस को खेने से घनफट का मान आ जायगा | 


१६९। १६५बे प्रक्रम से सिद्धदेकिथ= [क (य) ताय इस लिये फ(य) 
को कस्पना करटकं किसीवक्रकीकोटिर हेतो १३८वे परक्रम के युक्ति से 
तीन समानान्तर वा चार समानान्तर धरातल से जिनं का परस्पर अन्तर=च 
है छेदित प्रदेश के फलो से आच्न्त चरातखान्तमेत घन फ का स्वस्पान्तर से 
मान इ (आ+ आ+आर) वा ॐ { आ" + आ, + र२े(जा१+ आर) } 
यह होगा जदा र, रः, इत्यादि के स्थान मे आ, आ? इत्यादि को रख दिया. दे । 


१७० १५दबे पकम से सिद्ध हे कि घ = || ग ₹^ ताय परन्तु 
प्रः = || २१२ तार इख लिये द्विगुण चलानयन की रीति से घनपफर 


सः [ | २ र तार ताय = 11 [र तार ताय रस से प्क कर सकते है | 


११९ क्रम के क्षत्र को यदि य अक्षके चारो ओर धुमविं तोद र 
चतुभज सरे पक वर्य उत्पन्न होगा जिसका घनफल स्वर्पान्तर से 
स्म्य /५य ^\ र यह होगा ओर एक स्तम्भमे जितने चतुुजटहै सव से 

| मि भ फा(य नि 
उत्पन्न वल्य के घनफर का योग «^ य | ५२८२ तार अर्थात्‌ 


फ (य) 


^य र [9 र तार = = ८ य [ { फा(य) } ~ { फल) } यह होगा 


फ(य) 
हस सिये काता कत के धघुमने से जो धनक्षे् होगा उसका घनफर 


ट # प [ { फा(य) } -- { फलय) } य ताय 
अगा 

= 0 २ण्र तार ताय 
य, फ(य) 

= २7 >. र तार ताय यदि अचा = यर, अगा = यः 


यट फ (य) 


२७८ चङूसाङरिकख्न 


ऊपर क ग [चाः [ { फा(य) } ~ { फय) } ‡ | ताय इस समीकरण मे 
अगां 
यदि काय) के श्थानमेफ (य) ओर फलय) केस्थानमे फा(य)कारख देतो 
ठीक १६३बे प्रकम का समीकरण हो जायगा । 
१७९१। यदि जिन वक्रोके क्रमसे य = फ(र), य = फा(र) ये समीकरण 
है उनके चापसे ओर जिन रेखाभोकेक्रमसे र=र९ र=रः^ये समीकरण 
हैउन से बना हा क्ष्य अक्षके चासो ओर घूम कर घन्षेत्र वनावे 


तो उपर की युक्ति से उसकी धनफट = २7 + र॒ ताय तार पेसा 
| र? फा(र) 


होगा इस का ताय के क्श यदिचटखवनालखेतो 


घ -२> | ^ { फ(र)-प्रा(र) } र तार 
रर 

१७२ ऊपर के पक्रमो की व्यासि दिखलाने के लिये श१द्बे प्रक्रम का पे 
खो । कल्पना केसे कि अलक वक्र क्षे य अक्ष के चारो ओर घुम कर जो घन 
सेन बनाया उसका घनफर जानना हे तो स्पश है कि कनर के घूमने से जो अद्ध 
गो दोगा ओर अनर के घूमने से जो परवल्य संबन्धि घनक्षे् होगा उनके 
घनफरौ के अन्तर कं समान अमीर घनफलट होगा । इन दोनो घनक्षेो का घन- 
फर पिछले प्रकमो से विदित है इसलिये अभीष्ट घनक्षे्न कां घनफर भी इन दोनो 
के अन्तर पर से विदित दोगा इसलिये द्विगुण चलखानयन से जो इसका घनकर 
निकरेगा उसकी जोच अच्छी तरह से इख उदाहरण भ होगी अर्थात्‌ दोनो रीति 
से फलो का मान एक हो जानेसे मन भर जायगा मानो किन मूर विन्दु ओर नक 
य अश्ल मे घनत्मक मागे हे तो अङ वक्र का समीकरण रः= ७ अ (अ--थ) ओर 
कर का रः = ४ अ~यः यह होगा | 

इस लिये ऊपर के प्रक्रम की युक्ति से अभीष्ट घनफर 


| २अ्‌ || ८ (४ अ- ४, 


अ -र ९7 र्‌ ताय तार 


इसी जगह यदि यह इच्छा होकि परे र के वश से चटानयन करे तो अलक 
क! अफरेखासरेदो विभाग करनेसे 
घ = दत्त खण्ड का घ. फ +परवटख्य के खष्डकाधघ. फ 


धर्नफटनिय्य । २८९, 


२अ (ˆ ९८ (अर्यः 
= [स्न ५८ (ब -य)२नर तार ताय 
1 


(४ 
अ (५८ (अ~यः) 


¢ \८ (अ-७ अय्‌) 
दसी जगह यदि य अष के चाये र चघषछम के घूमने से जो धनष वने 
उसका चनप अपेष्ित दतो मानलेकि य अश्च की चनात्मक दिशा नघकी 


तिप 


ओरदेतवनकोमूट विन्दु मानने सेख्ग का समीकरणर=४अ (अ +य) 


म 


अरर छख्धकार =-४ अ -य यह्‌ इमा। 


ह ५ 
इस छिये अपेश्ित घनफट = | ~ ९८ (छअः+ छअय) 


० ५८ (म~य) 
इसी स्थान मे यदि पहरेयके व्रासे चर अपेश्चित होतोख्ट, रेखा से 


भीप्रष्छेनकादो विभाग कर्देनेसे 
घ = वुत्तंखण्ड का घ फ +परवख्यखण्ड का घ प 


नि २५ र्‌ तार ताय 


+$ 


५ 


५ र तार ताय 


अ "स 
"अ { ~न २ ण्र्ताय तार 


र ५८ (अर) 
+२अ\८३. २०२ ताय तार 
| अ 
<अ 
१७२्‌। यदि श्ये र अक के चासे ओर घुमने से घनक्षेच वनावे तोय, रकां 
परस्पर वद देने से ऊपर की युक्ति से सहजम सिद्ध हो जायगा कि 


घ ~ [|२ म्यं ताय तार । 


९७०। किसी घनस्छे्र फे पृष मे एकप विन्दु ओर दस चिम्दुके वहुतदी 
पास दूसरी व वि्दु ठेकर दोनो विन्दुं मे खगा कर यर, {र चयरातलो के 
समानान्तर दो दो धरातल को वनावो तो घनष्छैच के भीतर एक अए्यत आधार 
के ऊपर समखात वन जायगा जिस के आधार का युज य, कोटि र ओर वेध, 
ख दोगा इस लिये खमखात का-घनफख = ख /^\ य ^ र |^) य, ^\ र को बहुत 
खोखा मानने से समखात का घनफख = र तार तायः इस लिये समग्र घनपएर = 


|| ख तार ताय इसमे प्रहरे यदि | ल तार इस का मान निकारोतोस्पष्रटे 


९ ७ 


२५० चरराशिकखन । 
कि यह य अश्च पर छम्ब जो धरातल है उस से छदित परदेश काफल होगा इसे 
यदि फ८य) के वयावर मान लोतो समत्र घनफट =  [कल) ताय यही २१६५ 
परक्रम सेभी सिद्ध इहे, 

इसी मे यदि पहले [ख ताय इस का मान निकारो तो यह र अश्च पर रम्ब 


$ 


रूप धरत जो दोगा उस से छेदित प्रदेश का फर दोगाइसष्ख्विदर्सकायव [द्‌ 


फ(र) कष्टो तो ऊपर कणं युक्ति से समग्र घरनफट = | फ(र) तार सवच सीमा 


का विचार कर घनफड निकालटना चाहिये! 
१७५। दैर्घवरत्तीय घनक्षे का अमांदा पघनफर (जिस के पृष्ठ का 


र 
समीकरण --- + ठर + नः = १ यह दै) जाननाहो तो यहां 


यु - 
= ग\ ^ (१ ~ --- - ~~ 
क~ क । यः र्‌ 
इस लिये धग | [८ (१- र - -क) तार ताय 
४. यः - के २ २ 
यटा पटे [८ ५ शप ~ ) तार = क [५८ (व 











अ क“ क 
2 
२ २ (१- ~र ) 
क\“ (१- + | 
। स 
इसमें र=० ओर र = क| - --;- के भीतर का चर 
धर ््कग ४ 
ऋ (१ - --) इस खिये घ | य ( ९ 9911 
छ अ 
¶्क्‌ शं य = पि 
~ ----- | य~ ० आओरअके वीचय के मानम समग्र का रघन 
२ अ 
फल = £ (अ ~ य) = ° = -"भूकप चरस को ८से शुण देने से 


सस्पू्णं घनफल = -भण्डकण । यदी दवे परक्रम मे मी सिद्ध हुआ हे । 

१७द] जिसके पृष्ठका समीकरण यर=अलदहै उससे यर धरातखसे 
ओर जिन चारे धरातटो का क्रमसेय यरः य=यर, र = रर = रस्ये समौ 
करण ह उन से बने हुए घनक्षेच् का घनपफट जानना हे । 


धनफटखानयन । २५९ 

यहां १७४बे परक्रम की युक्ति से 

5 यः २२ यूर न य 
धन्य, || -अ तार ताय = रज 1 ` (रः --रर)य ताय 

र? य्‌? 
न्न (ररः) (य--य) 
यन्न (यरय) (सरः) { यरः +यररर + यष्रर + यस्स, } 

= ‰ (यर--यः) (ररः) (कः+ कर+- खः + ५) 

५९/ [र्‌ क ५९ ष (4 
जहा खः, खर, ख ख्ये चारो कोनो के क्रमसे राङ्क दें 
यह पर यह सान लिया गयादे कि सीमाभौ के भीतर स्वेन यर धनदहे। 


1॥ 


१७७ जिस धरातल का समीकरण छ = ०, वृत्त कः (य-च)ः + (र-ज). 
=गःओरधघनके पृष्टठकायर्=अल यहद उनसे वने घनक्षेत्न का घनफल 
जानना हे । 


यहाँ वृत्त के समीकरण से र कौ सीमा ज-\^ { ग~-(य--च)ः } ओर 
ज + \^ { ग-(य--च). } ये होगी इस टल्िये १७७बं परक्रम की युक्तिसे 


घ = | [तार ताय = द | [चर तार ताय 
ष [य\८ { ग-(य-च)* ¦ ताय 
जँ य की सीमा च-ग, च~+ग, येद 


ओर ग्ड 1 य.\८ { ग-(य--च)* ¦ ताय = | च~च) +/ {ग-(य-च)} ताय 


+-च | ९८ {ग--(य-च)ः) ताय यदि य-च = त तो उपर का धनफङर 


व ज्‌ कवः {4 न्‌, २ ॥ 
= च्ल | त\८ { ग-त ¦ तात +च [५८ {ग-तः; तात 
यहाँत की सीमा-ग,+गदहे इस लिये सीमाओं के भीतर ऊपर के 


(~ गधय 
चख का मान निकारने से अभीष्ट घनफट = ~~ 


यहाँ भी यह मान लिया गया है कि सीमा के भीतर यर धन हे अथौत्‌ 
(य--च) + (र--ज)ः = गः इस दुत्त का सव भाग प्रथम वा ततीय पद मे हेएेसा 
समञ्च कर तब ऊपर का घनफठ निकाला गया हे । 


१७८ यदि घनक्षे् को रखे धरातछों से कार जिसमे शङ्क मूलके 


२,५२ चटलगारिकटन ¦ 


अक्चीय समीकरण के वदरा श्रुताश्रुताप यह आधार कराल हो तो समखान 


५ 


का फक टश्रुताश्रुताय यह होगा दस दियं घर | दश्चुताश्रुतावं । यां 


श्रु ~= य र 
जैसे जिस धरातल काटल -०, ओद, प्रौकाय +र =-५अ दल, 


#॥ 
( क 


रः = २ गय-यः ये समीकरण है उन से चने घ्रनष्ेच का फट जा 
= ६. श्र ५ ८ ५. ९ ९ न (~ (~ ९) 
ननादहेतो यं तख आर शुः ध की णेली सीमा होगी जिस मे चल 
, २ ड २ >, £ प [न्‌ स # 
का टाव रः = २गय-य' इस व्रत्त के संप्रेणं फट तक रहो तो यहां 
श्रुः = २ ग कोञ्याष एेला मानने से भीष घनफट 


द श्य? धु श्र था ध नेस्याध्वताव 


81 
41 


रि १ 


4 








पग = 
~ लः (खण्डचलानयन से) 


य +र श्रु 
१७९। जिस पष्ट काटठ=-अडई ग अद ग यह समीकरण हे उस 
से ओर यर अश्च से वने घनक्षे् का धनफल जाननाहो तो यर्हप्रष्ठके समी- 
कृरण से स्पश हे कि मूख विन्दु से चाये आर अनन्त दूरः तक पृष्ठ पुछ हुआ ट 
दस लियियकीसीमा०, ओर २ दोगी 





्ुः 
अओरभ्र की०, ओर होगी इस लये घ ॥ | अद श शरुताश्चुताय 
ध ध 


ते ३६ ग 
इसमे 1 दू %) श्रता इस का मनि = ~ + गः यह रोगा 





(> 60 ग श्र = ग र =, अभी 
इस (क्य श्रता = द {र तव अमा नपर का प्रमाण 


(५, 


५ 
#, 


त्रा गृ ४. गमगः त 
न) [अ ग॒ श्रताश्रताप् म | ^ -- ताय = र--= १जग 


१८०) १७४बे प्रक्रम मे जो समखात का फट लतायतार यह निकारा दे 
दसका छ अक्ष पर छम्ब जो धरात्‌ है उन से अनन्त विभाग कर रे तो एक 





ध्रनफलानयन्‌ | 2१५३ 


[9 (५ 


विभाग चा सखप्रखात घनकढ की तात्काद््की गति = ताल तार ताय यह दोगी 
दरस स्यि घनक्चेत्र के ध्रनक्रु क्रा मान ज्रिश्ुण चलखानयन की सीति से 


| 1 | ताद तार ताय यह होगा । 


९८९१ लिख नटक का यः+र--२अय= ० यह समीकरण है उसके 
यदि उस खण्ड का घनफर जानना चाहते हो जो छि ल=य स्प 
ख = यस्पक१ इन धरातल से नट्क के करने से उत्पन्न इहे तो य्य 
नलक के समीकरण सखे रः=२ अ ययः ~रः. . २९८५८८२ अ य~-यः) 


अव १८० अक्रम की युक्ति से घ = 4 ५ + सप # तारतारताय 
० -र! यस्पञः 


= ++ + (यस्पक.--यस्पञः)तार ताय 


(१, = र 


=  [ <न(स्पकभ-स्पथः) ्य\८ (स्जय-य )ताय 
© 


४18 ञः 
= २(स्पकर-स्पअर) व 


१८२। १७८बे प्रक्रम मे समखात का आधार जिस का फर, श्चुता श्चुताष यह 
हे उसेमान खोकियर के घसयातरख्ये है अव इस आघार को स्थिररेखा 
अथीत्‌ य अश्च के चारो ओर घुमावो तोस्पण्रडेकि इस आचार के धूमने से 
एक घनवखय होगा जिसका घनफल = २ गरशरुताश्चताष = २7 श्ु्याप श्रुताश्चुताष 
यह होगा ओर पृरा फेय करने मे आधार का घरातरु यर धरातल से ₹२° कोण 
उत्पन्न करेगा दस टये दहत पाख पास के दो स्थानो मे आधार फे धरातख के 
आने मे यर धरातट से उत्पन्न कोण का मान क्रम से षर षर+ तापः मानो तो 
घनवलय के घनफर का परमाप विभाग वां तात्कालिकी गति 
= ताप, श्रुज्यायश्चुताश्चताय = श्ुज्यापरताश्रुताषताष, इस लिये उचित सीमाओं 


के व से सम्पूणं घनष्टै्न का घनफठ घ = | [ [र ञ्याप्र ताश्चुताषताप, 
( (र षि न < (1 
जञेसखे जिस गोट का भ्यासाद्धं अ हे उसके अष्टमां का घनफ़र जानना 


| ३ म ति 
हेतो पहले || शरुः ताश्ु = -;- दस मे०, ओर अ के वीच श्रु के मान 


२५७ खटखरारिकरन } 





मे ञः 
मे चर = -- 
२ 
अर 
तब श्र ~= 1 ॥ त्‌ उ्य्वरतात्ताषः 


इख तरह से परे र के वरा चले आनेसेश्वुल्याप श्रु प्र प, 

इन सव अवयवो का योग जोकि एक सूची के( जिसके आधघारका 
कट = अष्ज्याष ष घ! ओर वेस) समान दहे आया। 

फिरघके वरा चर ज्ञान करने से 


|| याष तापर = -- कोञ्याप, 
य्टोँषकी सीमा ० ओर > माननेसे 
अः 
श्च = [-अ- ताप 
4 ३ । 
८ ॥ (८2 २ 
दरस तरह यहोषके वश चलखानयन से नक ज्यात ८५ ^ घ, इस चार 


कोष, ओओरष + घः के भीतर जितनी सूचियोँ है उनका योग आया । 
फिर सव के पीछे षके वशा से चट ज्ञान करने से ओर ष, की 


^ =. + र 
सीमा ० ओर २ माननेसे गोर के अष्टमांश घनफक का मान = घ = ट 


९८३} णक समस्‌च्याकाष्र शङ्क का रिरःस्थान एक गोर के पृष्ठ परै 

ओर शिगस्थान से गोरुगभे तक जो रेखा गरे वही शङ्कका अश्च दहे। 
© अ [क © स 

गोर का व्याखाद्धं अ ओर शाङ्कका रिरःकोणाद्धं अष्हैतो शाक के आधार के 
गोखके पृष्ठम रखगनेसे शङ्क पृष्ठ ओर गोर प्रष्ठुके भीतर जो घनक्षेत्र होगा 
उसका घनफर जानना हो तो राङ्क के रिरःस्थान को मूटचिन्दु मानने से गोल- 
पृष्ठ का अ्षीयसमीकरण 

श्रु = रेअकोञ्याप यह होगा । इस लिये अभी 


प्रण द 
घनफल = || # >> ्रु्यापताश्रुताषताष, 
© ७ © 


१८७। इसी प्रकार श्च = अ(१ + कोञ्याष्र) इस वक्र कं स्थिर रेखा के चाते 
ओर घूमने से जो घनश्च होगा उसका घनफल । 


ध 119 ४ 
घञ | श्म | 1 अ(१+ कोज्याप) धरु्याषताश्रुताषताषः 
। ऽ © 9 


घनकटखानयन | ९९५८ 


पए ८ वा =) 
ट | 1 ९ ४ ९ कोञ्याष) श्रुज्याष ताश्रुताष! तापर (दरव पक्रम से) 
ऽ ® 


व 1 (+ कोञ्याष)* ज्याषताष इसका मान १२ प्रक्रम के श५ं 
7८ ८ अर 
द 
१८५। जिन दो घनक्षे्ौ के पृष्ठका समीकरण (१) क (4, ए, ख) =° 


(२) फक(य,र, रु) न-ण्येदह्ोतो यदि 





उदाहरण से वा खण्डचखानयन से यह्‌ होगा । 


1 । ल | 
च =य॑,-रु = ल =ल॑तो 
- छतायतार = अकग ठ तायं तार 
दस लिये ९७४ब पक्रम से 


(९) काघ = | [| छतायतार = [| [ अकगकंताय॑तारं = अरक > (र)काघ। 


२२ 
ज्ञे दैर्धव्रत्तीय घनक्षेच केपृषठ का समीकरण ~ ध क्र र ~ अ = ° 


ओर गोर का यः + रः + छेः ० यह है इस लिये 


चग > 


देधेव्त्तीयघनक्षे् का घनफर = र्नं गो का घछरनफलः 


1 २ > 4 ८. ग द (1। 
स ~ <--कगयही शदषवें क्रम में मी सिद्ध इञा है 


इस प्रकार से ऊपर कष्टे हए सिद्धान्तो से सेकड़ो नये सिद्धान्त उत्पन्न होते 
दै जिन के वख सरे बड़ बङ्‌ करिन प्रदनौ का उत्तर सदज मे निकर सकता हे । 
विद्याथियों को चाहिये कि जिस पदन मे जिस सिद्धान्त से सहज मे उत्तर निक- 
खने की आशा पाई जाय उसका उत्तर बडी सावधानी से उसी सिद्धान्त से 
निकाले । उत्तर निकालने मे सीमां का विचार बडी सावधानी से करना चादिये 
क्योकि सीमादहीसेतो क्षे र्वेघा है ओर जव सीमादही विगड़ गडईतोष्षेत्र दी 
दसय हो गया इस लिये जिस का फल अपेक्षित है उस का फर सीमां फे 
बिगड़ जाने से कथमपि न निकटेगा । जहाँ कटौ सीमाओ मे संदाय जान पड़ 
वहो वक्र क्षे की आकृति वनाकर सीमा का ज्ञान कर खो। 


२१ खटखराशिकटन । 


अभ्यास के दियं पदन । 


१ जिसखवक्रका य॒र=अः यह समीकरण उसकेचापरक य अश्न 
ओर घूमने से जे घनक्चेत्र हागा उसकः च्या वृषटरख होगा । 


१॥ 


२ र=-इप यह वक्र य अक्ष के चायो आर घूमकर जा घनक्षे्र वनाता 


हे उसका पृ्ुफख क्या होगा | 
३ च््राखद्‌ यदि शिरःस्थानगतस्परारखा क चासे आर धूमकः प्रनक्ेज 


क भ 


वनावे त उसका सम्पूणं पृषठटफट क्या होगा । 


४। यदि चक्राख्द्‌ अपने आघार के चाग ओर धमकर घनक्चे्र बनावे तो 


उसका सम्पूणं पृषटफट क्या हाया । ड० ~~ 


५ जीतर (1120101) य अक्के चारो ओर घूमकर जो घनक्े्न बनाता 
हे उसका सम्पूणं प्षटफट वताय (९शवां प्रक्रम देखो) उ० ७न्गः 
६। णक गोर को दो तुल्य सम्रतटपरिधि रूप राङ्क से( जोकि ग्भैश्चितिज 
पर छस्व हे ओर जिन के आधार चत्त का व्यास गोल के व्यासार्द्धं तुस्य है मौर 
जिन के अक्ष गोर के उन व्यसाद्धौ का सम द्विभाग. करते ह जिनके योग से 
गभेक्षितिज का व्यास वनता है) आर पार छेद डाखा तो अवशिष्र गोल के भाग 
का पृष्फःर क्या होगा । 
उ० अवशिषर मागका पृष्ठकं गोर व्यासके चमं का दूना होगा 
(१५२ प्रकम का (९) उदाहरण देखो | सी का विचार अच्छी तरह 
से करलो ) 
७ जिखवक् का रन=्अ~+अला-च्‌ यह समीकरण है वह यदि 





य 
अक्ष के चारो ओर घूमकर घनक्षेच वनावे तो य=ञ, य = अक इसके भीतर कै 
खण्ड का क्या पृष्टफर होगा । 
२० धन्थः 4 ५८१ +कर)-\८२ + ला. क ^९+५/ २। ( 
1 ९ (९ कथ | 
८ जख वक्र के समीकरण पर से रताय =-(अ- स्थर सतार रेसा 
सिद्ध दहो य अश्च के चारो ओर उसके धरमने से जो घनश्चेत्र होगा उस का सम्पूर्णं 
पृष्ठफर क्या दोगा । उ० २न्मः। 


~ ५ 


अस्यास क ष्टिये शश्च) २९५.७ 


९ एक गोर को एक सथतखपषस्तकपरिधि सूप शङ्कसे छेर्डाला तो 
छेदित पदेशा का क्या प्ृष्ठफट होगा } इस प्रदन में इतना जानते दै कि गोर की 
परिधि से ह्ाटू की आधार परिधि आधी है ओर राङ्क का एक पृष्ठश्ूत्र गोग 
मे होकर जातः हे, 

उत्तर, यदि गोट का व्यालाद्धं = अ तो अभीर पृष्ठकं = गअ -७अः | 

१० एक गोर जिसका व्याश्द्दं १५ हाथ हे उन दो समानान्तर धरतो 
से काशं गया ङेन््ध से जिनक( अन्तर क्रम से२, ७ हाथ है तो धरातल के बीच 
मे जो गोखखण्ड है उसका पृष्ठफरु क्याद्ोगा। - 

। ङ० ३७६.९९०८ व हस्त । 

१९। पएथ्वीकेवृष्से कितनी ऊंचाई पर पृथ्वी केपृषठमाग की विह! दे 


(क) क भ क 


पङ्गी | उ० पृथ्वी के व्यास के समान ऊंचाई पर। 
९२ ष्क खमसखच्याकार शङ्क के भीतर एक गोक वना हुआ है गोल 


५ 


का व्यासाद्धे च्चि ओर गोट के केन्द्र ओर राङ्क्न्रका अन्तर (अ) है तो 


स च अचि 
शङ्क ओर गोल के धृष्पफलो भे क्या सम्बन्व दोग । =° स= ~न 


९३ अ, क गोर के अ्याकाद्धं कम सेर्ओौर ४दहाथदै दन के पृष्टफट 
केयोगकेसप्रानगगोरुकापृष्टफल्हेतो वतावोकिग गोल काक्या व्या- 
साद्ध होगा । उ० ५ दाय 

९ यदि एक चिभुजजो किय अक्के एकष्ी ओरदेय अक्के चारो 

गोर घूमने से घनक्षेतच्र वनाव तो उसका पृष्टकर कंसे निकालोगे । इर एक भुज 
को वट्ाकर य अक्ल सेमिटादो तो त्रिभुज के घूमने से बाधित भुज सी घुमकर 
सयस्स्ची बनावेमे फिर इन सूचियो के परष्ठसूत् की सीमा तीनो भुज क्रम से 
कर्पना. कर सूची खण्ड के पृषटफसखौ के योग से अमी पृष्टफङ जानटो । 

१५। दो समानान्तर धयतख के काटने खे एक गो खण्ड पसा उत्पन्न 
हआ कि उसके मुखपरिधि का उासाद्ध (अ) आयार परिधि का व्यासाद्धं (क) 
ओर गोरखुखण्ड की ऊंचाई (उ) टीक खहसै तो उख गोखुखण्ड कां समग्र पृष्टुफल 


क्या होगा) 
|| ॐ अ + व | + + अ | 
\ र 


२५८ चरखरारिक्रखन । 


९६। र=अधक+य) यह वक्रय अक्के चाये ओर घृमकर जो छन 
छेतर बनाता है उसका घनफरु सिद्ध करो कि 
"अक +य) द्यि यह दोगा 
द | 
१७ य अक्के चारो ओर घरूमकर यदि र(य--अ क) = अश्य(य--गकः) 
यह वक्र घनश्च वनावे तो सिद्ध करो क 


४ थःय अ ॥ त्र २ अ ५ य्‌ --- अक 
घरघः! = ण्य, ॥ ष + क(अ-ग)(यर-यः) + अक( वा 


१८ य अश्व कै चासे ओर घ्रूमकृर यदि र = अ्नुत्र) यह अश घन- 
छेच वनावे तो ० ओर देय, य के मानम क्या घनफर होगा| 
वरा अ 


९ 
पी 


स १। 


(१५--१द द २) 





९९। दिः स्थानगत स्पशं रेखा के चासो ओर घुमकर चक्राछद्‌ जो ध्रनक्षेत् 
वनाता है उसका क्या घनपटर दोगा ड० ८अः। 
२ग यदि आधार के चासे ओर चक्राख्द घूमे तो क्या घनफर होगा । 
० भम्अ 
२१। अपने असीमपथ के चारे ओर घूमने खे जो घने 


॥ 


४ 
= सज्यं यह वक्र बनाता है उसका घनफर क्याहोगा। = उ० रपः 
५२२ [र 


२२ अपने असीमपथ के चासे ओर घुमने से जो घनक्षेत्र 
अः (२ अ- ध 
र = न्रे ज्सः यद वक्र बनाता हे उखका घनफ़र क्या होगा | 
० ४०९अ्‌' | 

२३। जिस वक्र का (रक) = १६अ्य यह समीकरण है वह र अक्के 

चासे ओर धूमकर जो घनक्षे् बनाता है उस म चारे ओरसेघिस इुञाजो 
7 कूः 

२३१५अ 
२] जिस गोकखण्ड मे मुखव्याखाद्धे (रः ) आधार ञ्यासाद्धं (रः) 


भाग है उस का घनफर ऋया दोगा । 





4 श 
ऊंचाई वे) उसका घनफर क्या होगा } ० च { वः+ २ (रः + रः | 


| जिस वक्र का रः २ मय + नयः यदह समीकरण हे वह यदि य यश्च 
के चाये ओर घूमकर घनक्षेच बनावे तो सिद्ध कयो कि 


अभ्यास के दिये परश्च । २५९ 


घर-घर = "नरः { रर+ रउ (यः-यस) 9 


२५ एक सय्रसूची ( जिस का दहिर्कोण ६०१ है ) के भीतर एक गोल है 
जो कि सूची के आधार ओर पृष्ठस को स्पा करता है ¦ यदि गोट काव्या 
सद्धं (रि) होतो गोर ओर सूची से चने घनश्च का क्या घनफर होगा । 

7 चिः 
। द 
२६ य अक्ष के चाये ओर घूमने से जो घनक्षेच श्रुः = अ(य रः) यद 


वक्र बनाता द उस का क्या घनफर होगा । 
< { २ खा (१-+\८ स-3 | 
२७ जिस वक्र मे श्रु" = अध्यः+कष्रः है वह य अक्के चायो र घूमकर 
जो घनक्चे ज वनाता है उस का घनपटल निकाले । 
दस मं अन 7क समस्रो । 





४ अक्र 
उ० इ(२अ+३क)अ + इ 


२५८ (अ -कः) 
२८ २७ वे प्रच्न मे यदि अ-कतो घनध्येचका क्या फट होगा। 
४7" अः 
क्ष 
२९ २७वेँप्रदनका वक्र यदि र अक्के चासो ओर धुमेतो घनक्षे्का 
क्या घनफर होगा । 


ख 





ए २ अः 7 अ ञ्या-? \८अ-- कः 
~ + २अ क्‌ ~+ रन्तन-क्न ॥ 
न ) २५८ (अ--क ) अ 
ह य रः , ट ध 
२० जिसके पृष्ठका ज + क्ल + कुन = १ यह समीकरण हे उसका 
सम्पूणं घनफङ क्या होगा । ड० -£ण्यक्‌ 
२ ४4 
२९ जिसके पृष्ट का~ + ह = २८ यह समीकरण है उसे यदि यर 
घरातङ के समानान्तर चरातल (जिसमे ख =ग) से कारः तोकटे खण्डका क्या 
घनफर रोगा । | ड० ण्ञजकग 
दख छः 


म्र 
२३२ जिसके पृष्ठका ~= ~+ ह = समीकरण हे उसे 


२९० चटखरारि कलन । 


यदि यर घरातल के समानान्तर धय {जिसमे टच) सेकारंतो कट 
खण्ड का क्या घ्रनफर होगा । 


हि चः चः 
~. ~ छर । 


> \। 


२३। नजिसके पका (--)र:+(--)-+(--)*=१ यह समीकरण 


उक्ता प्रथम पद्‌ मे जो खण्ड हे उसका कया घनफ होगा । उ० 
म 


[ऋऋ तिर | 8 ् 1 द ह [क १५६ 
२४। जिसके पृष्ठ का (--) + (न )* + (= )* = यह समीकरण ह 


क्म 
उसका सम्पूणं घ्रनङक स्या होगा । यु 


मू 1 


२५ निष्ठे पृष्ठ का (यः+ +) = दज्यश्यरल् यदह समीकरण दे 





उसका सम्पूणं घ्रनफर क्या दोगा । ० शय 
(१८२ प्रक्रम देखो ओरश्रुका परमाधिक सपननछ्मौकस्ण को अश्षीय 





समीकरण मे वद्र -ई<~ यदह जान खो) 


न 


२\ २९ 
३६। जिस चिभुज के तीनो मुजक्रमसेअ,क,ग दहै वह यदि ग भजक 
धारो ओर घुमकर एक घनक्षेच बनावे त उसका कया घनपट छया । 


~ अ --क--ग्‌ 


1 म(- ५)(-न्‌)(म-ग) 
याद्‌ स ता घचेषडछ =: ^ ( ०, 1 -ग 


ग्‌ 


२७ जिसके पृष्ठ का छन = अयः+ करः यह समीकरण है उसे यदि 
यर धरातर के समानान्तर घरातट से कारं (निस घगत्लमे टल.) तो करे 


खण्ड का क्या रनफट होगा । ज 
<न + ९,\. अक 
३८} जख वच्च का व्याखाद्धं अहै उसमे एक पर्णल्या केन्दसे ग दसै 
पर हे दस को ऊपर का चाप इस पूर्णव्या के चासो ओर धमकर यदि घनश्च 
वनावे ताः उसका क्या धघनफख दोगा 1 चप को स्यस्रो कि परिधि दधे जये खे 


थ 
% 
2५४ 3] 


ओर कोञ्यायः } प = कोण का चपीयसान ! 


० अभीर धनषछट = रम उ. 





अभ्थ्रास के दिये प्रञ्च। २२६ 


[^ 


(र 


६९। य अकच चर जो पृणैञ्या (ग) छस्व ह उसके चाये ओर घुप्रकर यदि 
परलय का चाप घनक्े्न बनावे तो उखका स्या घनफर दोगा । 
उ० यदि पृणैल्या के आधे पर जो र्प्व खडा हो वह जटं 
परवख्य के चाप मे रुगे उसका मान पु्णैज्याद्धं विन्दु 
क मानो तो घनणर = < 
७० एक गोर जिसका अ्यासाद्धं (अ) है एक धरातल सेजो गोर गभम॑सेद्‌ 
दूरी परदे काटा गया हे! कानेसरे जो गोल मे एक दत्त वना उसे आधार मान 
दो समसूची वनाया जिसके वेध क्रम से, अ+द्‌, अद्‌ हैतो दोनौ के घनफदो 
का क्या अन्तर होगा | ड० (असद्‌) 
४१। एक परवख्य के य अश्च पर केन्् कर्पना कर एक छृत्त वनाया तो 
यह चत्त परवलख्य की एक राखा मे दो जगह जहो पर लगा उनके कोटियो का 
लम्ब रूपी अन्तर के उदर अआगैर यह चनत्तय अक्को दो जगह जदह काटा पे 
दोनौ विन्दु परवख्य के भीतर है । अब यदि परवलय ओर चत्त दोनो साथी य 
अक्ष के चारो ओर घूमे तो परवल्य ओर चत्त के समभ्पातान्त्ग॑त परवल्य चाप, 
ओर चृत्तचाप के वदा से एक घनक्षेच होगा । वतावो इखके घनफट का क्या मान 


च ध्र २ 
होगा । + द 
४२। जिख गोर का व्यासाद्धं (अ) है उसे गोर गर्भं से (ग) अन्तर पर जो 


धरातल है उससे कार डाला । काय्नेसे जो गोखाद्धं से अष्प खण्ड है उसका 
च्या घनफरु होगा । उ० ऽ (अ--ग) (र्अ+ ग) 

४३। पर्वलय का रः = ४ अथ यह समीकरण है । य अक्ष में केन्द्र कट्पना 
कर परवख्य के विन्दु का मु =-२अ दहै उसे स्पद करते हु एक वृत्ताद्‌ बनाया 
जिसके केन्द्र का अन्तर परवल्य के दिरःस्थानं से (8 अ) दूरी परः भुज की ओर 
दे । यदि परवरय ओर इत्ताद्धं दोनो साथही य अक्ष के चाये ओर घुम कर 
घनष्चेच वनावै तो गोखगपृष्ठ ओर परवल्य सम्बन्धी पृष्ठ के मीतर काक्या घन 
फर होगा । उ० "द अ 

४४। ` ठघुष्रासाप्र पर जो वीधेश्त्त मे सपरा रेखा हे दी्॒त्त के परिधि का 
चठुथांरा उसके चारो ओर घूमकर जो घनक्षेत्र वनाता है उसका! क्या घनफल 


श्र ९ 
7 २ -"य क (१०२) 
(जरा घुव्यासाद्ं = क, वृदव्यासाद्धं = अ) 


२६२ चरुयारिकखन । 

८५ पक गोरे के नीते ऊपर छेद कर उसके भीतर एकचोगे को रख 
दिया तो यह चौगा उसके भीतर चौचक बैठ गया यदि चोगे की अचा (ग) दो 
तो चोगेके पृष्ठ ओर गोखके पृष्ठ के मीतर जो घ्रनक्षेज होगा उसका क्या घन- 





फर होगा । उ० 


८द। किसी घ्नष्मेनमें पृषठकेप विन्दु का मू विन्दु से अन्तरश्रुदहो ओर 
प बिन्दुगत स्पर्धरातख पर मूलचिन्दु सरे छम्ब = श्रुकोज्याप ओर परष्टफक की 
तात्कालिक्छी गति = ताप तो सिद्ध करो कि 


घ्र = ‡ | कोर्यायता 


७७ जिस स्चीके खण्डमे मुख प्ररिधि का व्यासराद्धं (तरिर आधार- 


+ 6 


परिधि का व्यासाद्धं (चिर) ओर ऊँचा वे) है उस कः घनफटठ कया होगा । 





उ० (चिः +चिरतिर+चिः) 


७८। खमसूचियो का पृष्टशू् (ग) स्थिर है । जिसका सब से अधिक घन- 
फट है उसके हदिरभकोण का क्याप्रमाणदोगा। उ० कोल्याः भ 


४९। एक समतलमस्तकपरिधिरूप राङ्क के एक पृष्ठस कौ अक्ष मान एक 
समसूच्याकार शङ्क बनाया) यदि दोन रङ्कौ का आधार (अ) ओर वेध (अ >) 
टोतो पदे शङ्कसे सूचीकेजो दो खण्ड दौगे उनके पृष्टफङ ओर घ्नफलर स्या 
होगे । उ० क्रमसरे खण्डोंके 
४०१८१ + इ )--२,/ (२ + २६ ) अ २८१८८. ८१. द्‌? 1 २.८ (२. + द्‌) अः 

५ 
द द 


५ ८ 7 म, ५9 श्रे ----£ € क $ ~~त 
आर श्र्नफर - ~ ^ 
९८ १८ 


पृष्फटः 





| 





क २, अर ६ ५ = 
५०} जिसके पृष्ठ का कः+ च -गः=-० यह समीकरण द उसे उन्‌ 
भ भभ 
दो सतस से जिनमेय-०य अहे कृष्यातोदौ धरातल के अन्तर्गत 


खण्ड का कया घनफर दोग ) उ० --- 


क 


अभ्यासं क टये प्रश्च। २६२ 


9 


५९। यः + र' = गल, यः + रः = अय, ओर छ = ° इन तीनो पुषठौ के अन्तगंत 


प त 1 ० 
घनश्चेत्र का क्या घनप्रट होगा ! कः "न 
{१७८वां प्रक्रम देखो) 
न्‌ ठ 
५ जिस पृष्ठ का टर +ल + -ग- = १ यह समीकरण हे उसका 
7 उअस्कुगः 
सम्पूर्णं घनफङ क्या होगा । ड० उ 


(१८५ परक्रम देखो) 

५२३। प्क पुजासी ने टार जी के सामने जती धूपवत्ती खोौसने के चये 
मर्ध की पक समसूची वना रक्खी थी । पक दिन एक धनी ठाकुर जी के दरंन 
के लिये आया ओर चती वेर उस समसूची के शिरे से आधार तक एक सूत 
से नापकर कडा किं देखो यह १० अङ्कुर का सूत हुभा इसे मै याद रखने के ल्य 
जेव मे रख छेता हँ तुम इस सूची को खूव खोखली कर किसी दिन मेरी को 


९4 [न 


मे अवोतोमै उसे सोनेसे भर दूंगा । प्रातःकार पुजारी ने एक ज्योतिषी से 
# 


© 


(र 


आकर निवेदन किया कि महाराज आप एक म्री की खोखली समस्ची 

चना दीजिये जिसके शिरे से आधार तक सवं ददा अङ्कुल रहे ओर भीतर सोना 
भरने के ख्ये जगह मी खव खुलखसा रे । उ्योतिषी ने गणित द्धाय उसके 
आधार परिधि का मान निकार पुजारीको वता दिया कि इसी परिधि पर इश 
अङ्कुर पृष्ठ सूज से किसी कोदार के दारा समसूची को वना । वतावो ज्योतिषी 


ने आधार परिधि काक्या मान वतटखाया था। उ० यदि ध्यास परिधि का 
सम्बन्ध ङ हो तो आघार परिधि = ५८ $< = ५९.२९ 


इति अणएमाध्याय । 


२६४ चखरारिकटन । 
अध नवमाध्यास | 


सोन्तचटखान्‌थधन | 


# 


१८६। जिस तात्कालिक सस्थन्धका साध्रारण रीति स अनन्त चटका 
कान हो जाता हे उसमे दोनो सीमा का उत्थापन दने से उस के सान्तचलका 
भी ज्ञान हो जाता-है। इस लिये सान्तचद का मूख अनन्तचर दी उह तथापि 
वहत से स्थान मे अनन्तचर कां रूप विना वनाये खाघ्रव स सान्तचङ का मान 
अग जाता है ज्ञेसा कि ५७वं प्रक्य यें कुक उदाहरण दिखा आये है ओर बहुत से 
स्थानो मे जष्टं अनम्तचर का मान ठीक ठीक नहीं जान सक्ते चां भी दस 
सान्त्य के नियम से अनेक चमत्छरत सिद्धान्त उत्पन्न होते दै दस लिये इस 
अध्याय में कुछ सान्तचलखानयन क प्रकार छिखि जाते द । 


आज तकर जितने सान्तचखाका ज्ञान हुदै 3. एल्ला३ वट [यद 
दे सव को एकदा कर के सान्तचटसास्णी 181८5 4' 111८212165 [3 ल111८3 
केनाभ्से छपवादियादै) जिनको इच्छा दो उसे देखे हम य्ह पर कुछ 
सतियो को दिखाते ह । 


„4 


1 
१८७} 1 ज्या समय उ्यानय ताय इस का मान जानना चश्टते है! जद 


॥ 


म, न अभिन्न घनात्मक संख्या दे ओर मर 7न। 


को = धन्वा 
यद्ध ज्यामय ज्यानय = कोज्या (म--न) य कोल्या (म + न) य 





५ 
(>>> ( ~ _ ज्या (म--नाय _ स्या (मनय 
दस चयि | ज्यामय स्यानय्‌ ~ २ (म--न) २ (म~ न) 
& प्र 
अयुर्‌ ( जय्य स्याचयं दद = ० 
& ( (२) 
दस्र पक्र । क्नेल्यामय करेस्यारय ताय = ° / 


(२ --छास्य६ २ लयं 
= { <९-क्ष्यः = नय) ताय 
^ 


न 
1 
1 
[1 
=| 
५ 
£| 
५ 
[नौ 
.2| 
१ 
(9) 
[नेः 
५ 
|| 
1 
41 
१५ 
~ 
५ 

। 


६.1 


[6 


सान्तचटलखानयन । 


4 
१. 
"8 


= 


६ ध्न । 


प्र श्र 
, | ज्या नय = र , इसी तरह | कोज्याननय = 2 | 


१18 
१८८ 1 ; र ज्यागय कोज्यषनय ताय इख का मान जानना हे। जहम भौर 


न असिन्न घनात्मक संख्या है 
यहा ३५ वे प्रक्रम से 


प~ 'न- १ ५५५ १० + १ 
[ज्याय 11 10 1 9 
तजन 


त्रै  [ज्याग्य कोज्यान-स्य्‌ ताय 
म~+न | 
वा  [ज्याग्य कोज्यानय ताय = भ [ज्यान च कोञ्यानय ताय 


__ ज्याः प्य कोञ्या-+ध्य 


म +न 
इस सिये दोनो पर से 
५ म्‌ न-२ र त 
1 २ उया्य कोज्या" य ताय = र्त २ ज्याप्य कोञ्या~य्‌ ताय 


श्र । ० 
| ₹ ज्याम्य कोञ्या"य ताय = ~ 1 र ज्याय कोस्यानय्‌ ताय । 


इस लये म ओरनमेसे कोद विप्रमद्य तो सहज में सान्तचट विदित होगां 
मकेस्थानमेर२म-+१ का उत्थापन देनेसे 


14 ¢ ए ५ 
न र्‌ = तीप 
| र ल्या 1्य कोल्यान्य ताय = त = त || २ उ्याभ-ध्य कोज्याय ताय 


इस दिये वार वार क्रिया करने से 


[18 
र अयाम ध्य्‌ कोल्यएन्य ताय 


५, 





ज 


व. 
7 (मन+र(मनन-श-लतस। ज्याय काञ्याय ताय 


१९ 


२२६६ चरुया्तिकटन । 


परन्तु | ज्या य कोल्यानयताय 





~ +न --! ॥ ४ ध 
व ५ ॥ २ ज्याय कोञयात्य ताय = --- ध 
0. न +र 
इस ल्यं 
+ २.५.६....२ म्‌ 
| ¶ ज्यन^व्य कोव्याग्य ताय = तु (नद तर्‌ ` "` 


, इसी पकार न यदि विषमहातोनके स्थानम मन+९ का उत्थापनदेनेसे 
त्रा ष्‌ स 11 
= ज्याप्य कौञ्यान+" 1 काञ्यान-ः 


नै 


4 १ ` ऊय म क्र (त 
(म + रन २) (म + >न- म~ | अयाय ज्याय ताय 


९५ >} 


© 


५) 


न हि ४ ॥. # 1.1 नि [। [ 
` म~+१) (म~ ३)...(म~रन--१) (२) 


इसी तरह 


} उयाःगय कोल्यायताय = त |° <या."्य कोञ्यान- च्य ताय 


५ ७ 


(9 ( न-?) अ 
(रम ) (रम्‌ -{४ (२म-}-२न) ॥ ज्या य ताय 


0 0 (२ग- ) ४ 
क (८) 
२१५८ .९्‌ 9 # # # @ # # क # ¢ + ङ (ध ;4 रन) 
वहत सान्तचखो का रूप अपर के आकार मे खा सकने द । 


ज्ेसे यदि य = स्पघ 


तय | ~ 
तौ (र; चर = | ` कान्य परताप = | ` ज्या. "य ताप 


(४९) भरकम के (2) समीकरण से) 


२.२.५५. (२न-३) 1 ० 0 भत्‌ 
= रद {कन -२) र (१२ वें थक्रम के (९५) उदाहरण से) 


ष्खी तरह य = अ ज्याप माननेसे 


9? । 
| य (अ--य)र तायं = अन+म+१ 1 “ स्यात्य कोस्याम्" य ताप 
5 £ 


सान्तचखानयन । २६७ 
ओर य = अ(१-कोस्याष) मानने से 
ॐ २, > (~ 
| "(रअय-- यः) ताय = अम+' || शल्या" ष ताव इत्यादि | 
© (१ । 


९८९। [| नण 


~ 0 फ। (यु) 


ताय इस का मान जानना हे जहाँ जानते है कि फा(य) में 


जोसवसेवडायका मानरनद्ोतो (फोयमेय का सव से बडा घात न-२ 


भ 


के समान वा रन-र्सेक्छेा है ओर फा(य)=°्डसमे य का मान कोई 
सम्भाष्य संख्या नहीं हे। इसलिये यद्य स्पष्टहो जायगाकिय के सम्भाष्य 


मानम 2 यह अनन्त के तुल्य नहीं हयेगा | 


मानदो करि फा(य) =° इस मे एक्‌ जोडा असम्भाव्य मान 





न, > „ प 
अ! + क१९.८ --र, अ-क१५८- र? ये हे ओर १७बे प्रक्रम से म दसं कमा रूप 


खण्डभिन्नो मे ठे आवें तो इन दोनो मानो के वदा से एक खण्ड- 


भिन्न = _ आ+ का५५/ -\ , दूसरा = -आ९-का\\८ १ 
य--अ९ + क १५८ --र सूअर कऋ!\८ --र 


(५ क छ ० 


--अ१) + रकाश्क 
दस लिये दोनो का योग = स्थान (यअ) + रकाए्कः 


(य--अः) + कः 
इस प्रकारसेदोदो खण्ड भिन्नोका योग करने से 
फ(य). _ _ रआ(य-अर) _ र्मः(य-जर) + रकाएक! _ +. रंआ? (य--अः) + रका-कः 
फा(य) (य-अ९) + कः (य--अ.)* + कः 
य्य ~ 4 
८३६ - रमान्‌ (य--अन) + र्कानकन्‌ _ ~ कावकन क 
(य--अन) + कर 
( जरह ओर दो दो असम्भाघ्य मानो के वश से आर, अः, इत्यादि सिद्ध हप है ) 


=, 


(९) मे समनच्छेद करनेसे स्प्र है कि दहने प्रक्षमें य्न का गुणक 
२(आ१+ जार + आः + -“* + आन) यह होगा परन्तु वायं पश्च मे अर्थाद्‌ फ(य) में 
यस्न-! को गुणक ० है क्योकि मानलियादहेकििफ(य) मे सवसेवडा यका 
घात रन-२ के समानवा रन-र्से खोया हे इस खयि सरूप समीकरण की 
विधि से आ! + आ<+ आ, +- -.* + आत = ० । 


२६८ चटखराशिकटन 


(९) मे एक खण्ड का चङ साधारण रीति से 


स्आध(य---अशेताय = {| (य-अर) +कः ॥ 
(य-अर)ः+कः ./ (य-अर) +कः | 


+ साप { (य) 
क? 


० क{एकश्ताय = पका.ग 


[क्वो 
स ख्य ्-अ+ कः 


=+ 0) 


|| ० २आ?(य-अः)ताय 





ट्स भे मरन्‌ खों सि > ~ ट + ~ ® == ~ 


(यअ) +कः इ्श्प द्रण 
०) 
जहा पए = ०, अव आटा {[ (य-अेः+कः } दसम य के स्यान मे 
क्रमसे.-- --{ का थापरन दे कर अन्तर करने 
श्य ईरण 


| ०० २अआ(य--अ!) ताय 


=, -^ अर्कः 
(य--अश)क + आ खा | इ अर -कः } 


५ (0) 
-ला {(- -~ -अणे+कः) | 
दर्‌. 
(९-दइःअरए) + दकष } 
दए 
त्य { (१२1 इर्अः!ए)` + इःकःएः | ] 
इः 


( अ.ण): +- इःकःप ॥॥ 
= आ, दा + -- ---~--+-=-------- „> = आ | 
। १ द्‌ (१ अर्य) + इर्कःण ४, ५ 


= आः [टा 


4५५ 





= 


= स्मा, टा त । एका मान दाल्य माननेसे। 
१ 


इस प्रकार से (९) म एक खण्डभिन्न सम्वन्धि = ,--2 सीमा के भीतर 
कामान = रहल छ + रकाः" यह सिद्ध हुञा । 
(4 


सखी तरह (९) के खव खण्डभिन्नो के = ०,--०% सीमा के भीतर सान्न- 
चरका मानसे कर योग कर्देनेसे 


०० फ़(य) 


१ ताय = २ (जा, + आ. + .-. + आन) खा | -ई> 





~ 0 


सान्तचरखानयन | २६९ 


+ २८८ का१ + काः + "-. + कान ) 
= ्ा( का९+कार+ कात" -- ` (२) 
१९० उपर के प्रक्रम संवंधि एक उदाहरण अत्यन्त चमत्कृत दिखाते है । 


०० य मतायं 


रपवन दलका मान जानना हे जटा न ओर म धनं अभिन्न 


मानो कि ॥ 

# 
% ष (५ ५५ नी च्छि सूर 9 4 च क 
संख्यादहे ओर नम यहां मानोक्ियगः+-१-=-°्इस मेष्क मानञअ देतो 


1. 
1 स्म्+१ 


२ वं प्रकषसेआ.-का,\८- = ओर चखनकलनं के २३९७बं पक्रम 





१ 


से य, कोञ्या र + ८ र ज्या च्च ध इस चार काटोगा जिसमे क को 
धन संख्यान से छोरी े। | 
इस लिये असम + = (कोज्या („+ ९८ -१ ज्या क =) 
= कोल्या-+ (रम + ९)7+\८- र ज्या स्ट्तः (रम +) 
= कोज्या (स्क + १) घ + ९८ --१ ज्या८स्क + शष, यदि “उन - = ष 
दस लिये असम्माघ्य ओर सम्भाव्य को समान करने सं 


आ-का.५८-१९ = - कोज्या + ९१ 6 १४ष्‌ 


,ककेस्थान में ०, १,२,--*-*--**. न-१का 


दसम 
ज्या(रक + १) 
रन 
उत्थापन देकर योग करने से 
का१९+कार ` - -+कान 
= द्धन { ज्याप +ज्यारेष + ज्याशष - ` -+ व्या(रन--१)ष } 
टस मे यदि स= ज्याष~+ल्यारष-+- --+ज्या (रन-- रोष 
तो २ ख ज्याष = रज्या + रज्याप्रञ्यारेष + *-* + रज्याषज्या (सन-)ष 
= १--कोञ्यारष ~+ कोञ्यारष--कोल्याछष + “^ 
+ कोज्या (रन--२) ष--कोज्यारनष 
= १--कोज्यारनष = रज्यानष = रज्या (रम + १) ‡ = 


का 
दसं टल्िये ष = स्वे = ज्या कद 


सका उत्थापन ऊपर के मानमेदेनेसे 


०० यमताय _ २२ ए (1 
कन ~ = ल्वा -सण7 = नजा द, 


क्म! = 











२२.७० चटखरसारिकटखन । 


= २| -----जन ताय(चतुथोध्यायके (१) अभ्यासाय पदन से) 


ये | य ८ 
८ र ह य्न ध त ज्या रेम्‌+ 


ॐ 


दर 


© 


~ श छ ५ ध 
९९६ ॥ र ह्ल्ल ताव दस कामान जानना ढे जान 7म ओर दोनो 


न 


धनात्मकः अभिन्न संख्या दहे 
टस के जानने के लिये पटर दिखाने हे क्वि 


॥ ० ताय 
१ वि ॥. 
१--य 

(*। 








2 त्य ९ ताय ० ताय 
क्योकि | त १--(धभकम के (समीकरण से) 
न्त यदिय=-'तो 2 ताय 2 तार ९ तार || ९ ताय 
परन्तु यद्दिय=-्तं = । `---~ = 
र र / य १९--रः १--र 
श (च| 


(३! पक्रम के (३) समीकरण की कर्पना से) ध 
इसका उत्थापन देने से 


| | ताय _ (९ ताय + (>< ताय _ | ९ ताय_ (१ ताय 
धय श ^ "यः । 











यह {सद्ध्‌ इसा । 


० यर्नाय ने = (~ <स ने 
॥ ॥ १-य' (६८। मेस्प्रणरटे कि १--य'^ = ० (४ ६। मे दो सम्माय 


मानय के आवंगे एक +१ दसय --१ इस लिये खण्डमिन्नो मे + १, ९ इन 
दोनों मान केवरासेजो दो भिन्नहोगे उन का योग = 


(जी 


इस लिये उपर की युक्तिसे 





(६ ~ 
= ह ह ण्‌ 
न(१-य) य { || | 


क ए 


१ (० ताय ५ ~ 
च ह्‌-चर = ° । बाक्रा खण्डामन्ना म न--१ जोड असम्भात्य मान 


॥ ॥ 





<> य "ताय 
|| ४ यसन ==. (काः + कार * ` ` + कान ९) 
| 


सान्तचखानयन | २२७१ 

या भी उपरी की युक्ति से 

काः + कार + `" + कान-१ = = { ज्यारव~+न्या छप + +ज्या २( न-१९)) 
जहो पदे के फेसा घ = (२१११ 


यहां पर भी सरटचिकोणमिति की युक्ति से सव जीवा के योग 
7िल्याध-कोल्या(रन- 
का मान = _ कोज्याय--कोञ्या(रन-)प 








~ द) ( रम+१)7 
रस्या 1 
~> (०० य ताय __ 7 
इस लिये | रव = -मन- कोस्प म । 
क, 
दसं मे ओर ऊपर के परकरममे यदि यन =ल ओर अ = २१५१ तो 
= य न्ताय _ | ०० लु ता _ _ त 
₹+ ९ <्याअप्प | 
>. ( ००य "ताय ॥ ०० ठट ताल । | (द) 
ओर । -----र्य- = --------- = "प्कोस्प अप्प 
र-य ९-ल ॥ ॥ 
१९/ अं भ क क भ ७ € क ओं 
योम, ओरनके वासे सिद्ध कर सकते दही क्रि अ सवेदा घनात्क आर 
१९ से अस्पहे। 


१९। उपरकेदो प्रक्रमोमेजो दो सान्तचर आये है उनके वल से अनेकं 
रूपान्तर बना सक्ते हो । जे 


से उपर के प्रकम के (९) समीकरण मे यदि 
ह=ख्मतो 


| ०_ ताद्‌ _ _अग् |> ताद 
विनि प्प ५ १ 


3 + हमं अया 





= अण्कोस्प अप 

















० १-ह 
इनमे त= -छ- माननेसे 
०० ताह त । ताह .. 7 >. श । , , 
= --- = > कोस्प --- ` ` ` (१ 
९+ह तज्यात्तः १- त त ) 
© 
` थ र से अ [क श 
जहां त चनं आर ९ सं आचकदै। 
^्य-ताय (शय ताय || ०० यताय्‌ 
१५ य ज +य १+य 
(७ 
४ ५ © ट ताट ९ य ताय 
परन्तु यदि य = तो | # 3 यः = | क 1 


= १ +~ १५-य 
श १ प 


2२७२ चटखसादकटन 


| ०० य ताय _ | १ यत ~+ योन 
| १५य्‌ ल त्य 





© 
ओर १९० प्रक्रम के सखान्नच्टख से यदि न=, आर २म=-न८१ मान 


= ०० यनताय ए 
ट ता (| य धाद ~: | } च 9 ५ } न (२) 
१५य रकोन्या द 


(३) से (२) का मान 


ए १ यन +य न १ य^+य-न ताय 
1 ~~ | ------->--- ताय ~= | ठ ह 3100 ध (७) 





कोज्या १+यः य +य य 
देसी तर्द 
व ॥ ०० यनताय _ | १९य_--य-न ताय .. (८) 
२ १ १-य य--य " य । 
(*५। © 


सर्वत्र समश्च किन ८ १ 
(2) ओर (“दे से यदिय~=द्‌- ष्ठ ओरअ=नः्तो 


०० द्भ + दू-जक 1 2 इल _हू-भक स्फ्य 
ह क्य तट = | ~ ~> 45 
| ल दत त तल तार र (दै) 





इस तरह से सेकडौ रूपान्तर कर सकते हो 1 


१९२। इख सान्तचखानयन की विधि से फर मे चाहे जिस वणं को स्वठन्ज 
मान उसके वशा से चाहे जोन सा तात्काटिक सम्बन्ध जान सकते ह । 


जञेसे | कफ(य)तष्य इस का तात्कालिक सम्बन्ध क को स्वदन्त मान उस 
के यरासे निकाना हे जर्टो यह जानते दै कि फ(य) मेक नदी है ओर क्‌ ओर 


अ यां यदि | फ(योताय = फा(य) + स्थि, 


ते | कफ(य)ताय = फा(क)--फा (अ) दोनो परस्पर स्वतन्त्र ह । 





दख ल्यि ----- { फा(क-प् अ) ; = = फ(क) यह वङ्‌ खाध्रच 
= कि ` तकि । `" + ता क । 

छ न्‌ र क क ~ क कति 

से सिद्ध हो जाता दै इसके लिये यूरपके रोगोकी कत्पनाजो टाड्‌ इण्टर 


[स्‌ 9 > 


इत्यादिको ने छिखी हे सो दिखाते है । 


सान्तचखनयन । २.9२ 


[ष 


कर्पना करो कि स= | ^ फ(य)ताय 
६ । 


ओंश जव बदल के क~ ^कडया तचसका मान स+ ^स इुञा। 





सख लिये स + ^स = | ९ +" ^~ कपफ(य) ताय 
„ (क ^ क क ( 
इस लिये ^ स = फ(य)ताय-- । फ(य) ताय 
। < 
= ॥ ९ + ^~ फ़(य)त्ताय (७?) परक्रम के (१) (समीकरण से) 
अ 
परन्तु ९० क्रम से 
वः 
| ४ ^~ग्फ(य)ताय = ८^५क फ(क + च^ कः) 
जहां प कोई १ से अस्प भिन्नाङ्क हे । 
् स ध्‌ 
इस तरह से त = फ(क षक), ^\ क का, मान शस्य मानने से 
तासि 
त = (क) ॥ 
ते तान्स (न-?) । र ४४७१००१५ ९७५१३०९० ८४ ७५०५५5५७ ०७० ४ @%& ०५८४००५ ७०१ (१) 
~ (क) 


इसी तसह अ को स्वतन्त्र मानने सेयदि फ(य)मेञ न हदो ओर अ,क 
५९ तसि 
परस्पर स्वतन्र शो तों तं = - फ(भ) 


तास (न-) 
खर त-स = - फ ५८ 


तास्त ञ्‌) ० & ०9 & 9०५०१०० ५००५ ५७०७ ७९6 ४७४ ७१ @ ६७§ ५५७ .५५००५ (२) 


1) ७५ तच 
१९४ । स = [भ (य,ग)ताय यहां पर ग को स्वतन््र मानने से तं कामान 
हे [| म > ७ [8 क (व 
जानना हे जहां अ ओर क दोनौ ग की अपेश्चा स्वतन्् हे । 
+ ध ९ 
यहां स = | फ(य,ग) ताय 
न्‌ 


इस षिये स + ^~स = ॥ " फ(य, ग + ८ ग) ताय 
र 


ओर ` ^स = 1 च्फ(यः,ग + ८५ग) ताय-- | श्क(य, गताय 
| ५) र 


५२० 


चखरदिकटन्‌ । 


* { फ(य.ग + ^+ग)--फ(यःग) › नाय 


१ ११८ 11 = 
इल लवि नि [१1 ता 


^ग को दन्य मानने से तात्कालिक सम्बन्ध के धमे से 


तास (क ताफ(य्‌, ग) 
ताग ताग 


षः ५. 


इसमे इतना समश्च खो कि, वाक दोनो में से कोई अनन्त के तुस्य नहीं हे । 
क्योकि चरुनकटन की युक्ति से 


फ(य.ग + ^^,ग)--फ(य.ग) ताफ(य.ग्‌) ~ श 
कणर ५ - + द्‌१ प्सा हमा) 


जदहां^ग को दुल्य मानन सेत मी दुस्य हो जायमा। 


9 8 सू ताप (य, र) 
दस चयि ल १ = 





ताय + ॥ ५, ताय 


1 
अव यहा प्रत्यञ्च देख पडता हेकरिग को रान्य माननेसे यदिक, ओर य 


अनन्त नदतो ५ ३१ ताय यह्‌ शस्य के तुस्य हो जायगा 


=} 
अव जव तास ~ (क ताफ्‌ (यग) त 
ताग ताग भ ] 
क 1 
/ .\१) 


सन्‌ 
दये तास (क ताफः (य, ग) त 0 
तागने ताभ ०" | 


कस्पनां करो कि (₹)में.८फ(य,ग) तायन्फा(य,ग) 


= ताफामा(य.ग ध 
मौर | ताफा(यः गताय =फि(यःग) 


ताग 
¬ तास _ ताक्ा(क,ग) ताफा(अ,ग 
तो 1 = फि (क, ग)-फि(अ,ग) (२) 


ताग तामं तामं 
इसमे मानोकिफः (य,ग) मे क नहींहै ओर अ, क से स्वतन्त्र हेतो 


तारा (क, ग) ताका(अ,ग) तापफाक,ग 
(२) से = अ फि(अ,ग) क्रे त 2 + स्थि 


न= फि (क, ग)... ... (३) 


[५ 


किसी संख्या के वद से किसी सान्तचदल का तात्कालिक सम्वस्धानयन ! २७५ 


ताश (अ, ग) 
ताग 


व्‌ (३) मे चाहे ककेस्थानमेजो उव्यापन दो समीकरण दीक दही रटेगा 
मानले क्किककेस्थानमेयकोस्ख दियातों 


तापम्‌ (य, ग) 
तगं 
(७) मे यदि स्थिराङ्क को छोड़ द ओर फा (य, ग) ओर षि (यग) के स्थान 


क 


मे इनका पदसा मान स्लदेतों 


जहां फि (अ, ग)- = स्थि = क मे स्वतन्त्र स्थिराङ्कः । 


+ स्थि = फि(य, ग) ...(७) 





ताफः(य,ग) 
भ्र म 
लप [फ (य, गं ) ताय | न ता (५) 
(५) वं से एक के चलज्ञान से दृसरे का चलक्ञान सदज मे दो सकता हे जसे 
4 ताय ज 
ग) = ग व -ध्ग 
यदि फः (य, ग) एपतस्धष्तोफ (य, ग) ताय शः स्पं-गय 
ओर तापा (य.ग) गयः , ता १ ह षः 
० र = पग 
< ` ` तग (१+गय) ताग फ़ (गताय तान >. 
८ ~ य्‌ 
गं ताग (स्प गय, ग+~गय 
टस ये (लवे से 
य ताफ(य,ग) २गय^्ताय 
= १, ---+-= । ----~- ~ताय ~ - 
न [फ (यः ग) ताय = र एन्यः 1 तोन ` “ताय = - | (पज्रः 
ताय 


ट इसके ज्ञान से तात्कालिक 


देखो यहां [फ (य, ग ) ताय = कन्‌ 


श 
सम्बन्ध पर से इससे अधिक कठिन का-- | द {कतव इसका ज्तान 


सदेज मे हो गया | 
१९५ । यदि स = [ङक (य, ग) ताय इसमे यदिक, ओर अ दोनौगके 


५ तास 
फर हाता स क मान जानना । 


यहां स्पष्ट हे कि तीन चर्यारि के वश्च से अर्थात्‌ अ, क, गकेक्डासे 
तात्कालिक सम्बन्य निकरेगणा । इस सिये चटनकख्न के प्रक्रम से ओर 


~ ~, >~ तास _ (क तफ (य, ग) ताश्ल ताक , तास ताअ 
नि 1 ग ताग ` नाच * ताक 'ताग † ताञ सामं 


२७६ चलसाद्िक्रल्नं ¦ 











(क्‌ ता्‌ (य, ग) क ४ ताअ 
। तज“ ताय +फ (कःग ) 0 9) वत 
(+ रि 
इसी तरह से 
(1 
तासं क ताप (य, १ 
ताग ताग 
गृ 
क ता (क, ग) { ताक} `, - ताफ(क),ग). ताक 
° ˆ“ तगं ताक (ताग ताग ताग 
अ तफ, ग) (ताअ) २ _ ताफ(ज,ग) ताञ 
१ 11 वा 710 ता 
ताग ताभ 1 ताग ताग ताग 
इसी तस्हं वन इसका ओर इससे अधिक का भी मान जान सक्ते हो । 


१९६ । १९५ यक्रमम जो त्‌ इसका मान दिलाया हे उसे क्षेज की रीति 


मे मी दिखा सकते दो | 





न य 
मान खो किं आपव वक्र का समीकरण र= फ(य.ग) ओर आप॑चं का 
समीकस्ण र = फ(यःग + ^^ ग) यह है ओर मानो कि 
अम=-अ,अनन्क),मम=^+अ,नन=-^क तो स, पमनवका ओग 
स+ ^+स पर्मन॑व का क्षेत्रफल होगा । इसलिये 
^५सख = प॑पव, व॑ +~ वनन व.--पमम॑पः 
“~स -पपष्वःवं +वननव,_ पममंपः। 
^+ग ^ग ८^ग ^ग 
इस भे मनं का मान यदि परमाद्प अर्थात्‌ ताय फे त॒स्य दहो तो 


पं पवपव 9 फ( य,ग + ^ )--फय, ध ) ८, क, 
गं ग^ ^~ ग; 


=, 
अर 


1 
सननव्‌ १ गं 
ताय, न फ(क, ग) 


किसी सिर संख्या के वर से किसी खान्तचलर का सम्बन्धानयन ! २७७ 





¶ 
<= पममप (8 अ ह 
ओर ---- = फ८ आ, ग ) ८~अ | इस पर से^ग के स्थान मे ताग माननेसे 
८^५ग ८^ग, 
तास _ ताफ्(य.ग) ताक ताथ 
ताग ताग पः(कःग) ताग फः) ताग 


यही १९५ प्रक्रम मे भी उत्पन्न हआ था) 

१९७ ऊपर के प्रकरमो मे जो सिद्धान्त दिखलाये है उनकी व्याक्षि के लिये 
कुछ उदाहरण दिखलाते दै । 

(९) उस वक्र को जानना हे जिसमे चाप, य अश्च, ओर कोटिसेवने षे 
का फट भुजकोटिके घात सरे न गुणितदे। जँ न कोई स्थिराङ्कहे। 
मानो कि वक्र का समीकरण र = फ(य) हे तो फटानयन की विधि से 


(ग 
|| फ(य) ताय यह उस खण्डका फर होगा जो वक्रचाप, य अक्ल, ओर 
५ 
उस कोटि से जिसमे सुग, है वना है इस लिये पश्च के आलापसे 
४ ५। गच्छ (~ क ० 
स = [ फ(य) ताय = गग यह स्थिति चाहे ग का मानजेदटो 
७ 


सर्वन्न रहेगी इस ल्यि ग के वरा तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से १९३ 


1 
प्रक्रम के (१) समीकरण से दसा = फ(ग) ~ ८/1 कय, (ग) + गफ(ग) 
ताग म 
इस लिये ( न--? ) फ(ग) = गफ(ग) 
1 
को फ(ग) _ न--र 
ओर क = श 


चखानयन से खा फ(ग) = (न--१) छाग + स्थि 
अथीत्‌ फ(ग) = आगन- ° जां आ कोई स्थिराङ्कः है । 

ग के स्थानमेय को रख देने से अभीष्र वक्र का समीकरण 

फ(य) = आय यह इञ । 

(२) जिस वक्र का र = फ(य) यह समीकरण है उसमे यह जानते कि 
ग के स्व मानम 


[शव {फ(य) ; ताय गं 


= ~~ यदह स्थिति हेतो फ(य) का स्वरूप 
६. { फ(य) ;° ताय न 
@ (§ 4 


कैसा दोगा । 





२७८ चटखरशिकटन । 
॥ छ क क 
यहा प्रश्च के अनुसार छेदगय्र कर देने से 


| य { फय) ; ताय | फ(य) ` लाथ णसा होगा । 
© 


ग के वरा से तात्काष्टिक सम्बन्ध निकालने से 





2 र्‌ ५ ५। 4 २ 
ग { कय) ; ˆ= - { कय) ¦ (ताय + त ! ग), 


[क 
् (4 प ( स र्‌ # ( १.2 
समरोधन से ग(१- =) { प्(ग) ¦ : = तं 1 फ(य) \ ताय 
६ 
शस काग के वरा से फिर तात्कालिक सम्बन्य निकालने से 
९ ६ ९. शः | 1 
(१- नं { कग) } ° + २ ग( १) कण) फ(ग) = फण) } , कग) 


का भाग द्‌ कर समरोधन से (१- र) फ( ग ) + रग(९ - रै) फ(ग)=० 


(ग) २-न ९ 
द्ये 
दस व कत = सनद्‌ मेः चद्यनयन करने से 
खाफग खाग ~+ {सि 
क 
इस छिये फ(ग) = आ ग र(न-ट) जहां आ कोई स्थिराङ्कः है । 
र-न 


इस तरह से फ(य) = आ य रन-ए य सिद्ध हुखा 
यह उदाहरण स्थिति विद्या मे एक चमत्कार कारक हे । 
सै म फू(य)ताय 
(३ ) फय) का पेखा खरूप जानना है जिस 1 प्रमया वहस 
५ 
स्वतन्त्र दो जहां जानते है कि ग से फ(य) स्वतन् है । 
यहां मानखो करि य = गख तो 
ग फ(यःताय _ (९ “ग फ(गरू) ताल 

स च | भा जवम धवम यमोममणय अव्‌ 

श्यो = | ट्स जव भश्नाजुसार स, गसे 


खतन्् हे इस लिये 


फ(ग 
तास ९ २५ +- ८“ ग्‌ फ(गर) ४ फए़(य) ~ स्यफ(य) 


ब ताग +(१--) रग\.^ (ग- य) तय 





किसी स्थिर संख्या के वदरा से किसी साप्तचट का सखभ्वन्थानयन । २७२ 


५ लाख र $~ अ १९ 
यह सवभ के मान मे जव तान =° ह इस छिये अवदय ७० थनम चै श्रेदी 


दासय सिद्ध कर सकते दो कि 


द „ फ(य) १ 
प५य, + रय पय) ज 
(य) फ़(य) = ०, त र 
दस ल्यि खाक) =-- दे ख(य)+ स्थि। 
(= 1 [, अ स [ड 
इख लिये फ(य) = तजा भा कोड स्थिराङ्कः हं । 


(ष 


इस यक्र मे नीच स्थान से यदि उख विन्दु तक जिसक्राखु=-य है चष्प चाषो 
तो गति विद्यासे 


तासा 
० फः( ) = 


आं 
प च~ य 
त्य चं (त 


(५७९१ वां प्रक्रम देखो ) इस पर से कह सकते हो कि ऊपर कां वक्र चक्रादख 
होगा । 


(४) || > इ ~ ताय = यहां न वार अ कं वदा से तात्कालिक सम्बन्ध 
१, 


[न 


(र 0 "~अय (५. > 
निकालने से | यइ “` ताय = (-क्उयद सिद्ध हभ । 
6) 











अस ९ 








अ अद्‌ 
डस च्ि-- | ~ ५ ताय = - ९ ~~ ट ~ = ० + र = 9 
अद्‌ अद ४ 


इस तरह से सेकडो प्रदनोत्तर निकाल सक्ते हो । 
१९.८ । पटुखानी का सिद्धान्त ( {16002 2 7111112111 ) 


~. 3 +. ( ० फ(अय्‌)- फकय 
इसे सिद्ध करना है किं र वताय = फा (०) नखा (=) 


रु)-पफ 
कस्पना कसे किस | ् १९८ -न ताछ इसमे खन्अयते 


२८० यरखुरारिकदन ] 


द 

५ फ(अय)--फ(०) 
| प] यं ता ००० ५०५ १०४ ४०१ ०७५ ५०५०००५ ५०५००१५७ ०५०५५७५ ,, 9 ( 6 ) 
(क, 


स्वं ~ 


४ 


दस मं यदिञअकेस्थानपयेकको रख दें 


= फ(कय) - फ(० 
स= (> कथ) एता 


3 (२) 
(९) ओर (2) के अन्तर परर सं 
न्च न । 
~ फ(अय)ताय --- पफ(क र 
| ६] क श ॥ क फ(कथ,)ताय = प (० ख | ताय 
य = = 
> 9 च य 
स 
~ (< फ(अय)-फ(कय) । फ(कय)ताय श (7 (२) 
5 


र 
यहां यदि च = तो यदि (६ -फ्ककताय _ = ० 
अ 
हवि 
[| ° -कचमय) ककय) ताय = फा (०)* ला (क) 


जैसे यदि फ (य) = कोल्याय तो 


च 

॥ त 

+ कोल्याक्य ४ 

यहां || ६ य ताय =° यदि च = 
| 


क्योकि [य ° कोञ्याकयताय = र त | य ज्याकयताय 


(खण्डचखानयन से) 
इस दिये य कां अनन्त मान मानने से कोज्याकय, ओर ञ्याकय तो सर्वदा 
९ से कम रहेंगे परन्तु भाजक ० के तुल्य होगा । ) 


इस चि | र -न( व) ककय) ताय _ (> कोज्याअ य--कोज्या कय 


यं ताय 


५ 


= फ (०) खा(ज) = कोज्या (०) ५ सा ( ह )=ला (न 


सास्तचखानयन्‌ 


६4 
४५४ 
[४ । 


जहां कदी फ (०) = ° तँ शुखानी ("पा [91)) के सिद्धान्त से दीक मान 
=, स्प 'अय--स्व-्क त चयि 
न आवेगा जैसे | ज ताय यद्यो फ(०) = ° इस खयि 
.© 
(३) खमीकरण से 


ए 
[@ 9 ~ -जम 
स्य"अय- स्व ष्कय के श्थ-षद्य्‌ श 
| -----------ताय = |£ स ताथः, जहो च = = 





य्‌ 
> अ 


( „ नच च लै 
दहने प्च मे स्पष्टे किं जः द भीतर सव अनन्त मानें 


१ १, 


स्प कय = स्प-{(००) => इस लि 


च 


क॒ स्प छयताय्‌ अ 
त्तः 
अ 


न्च 


र | 5] 


० स्व अय ~ स्प ख्य म ज 
स्स च्य | तोवो ( +) 
© 
१९९} युर के चर (एपाला18 [11&1215) 


भ ९ 
| व्यद (१-य) ताय दस सान्तचर को यलर का पहला चर करहेते है । 


ओर इसे टम बी (द्म) इस संकेत से प्रकाश करते हँ । धूरप के रोग श्रीक 
वणेमाखाका दसस अक्षर बीटा (8) को लेकर इसको वीटा फल (2९2 
{0161017} कहते है । हमने अपने देश के अनुसार इस का नाम वीजफड 
रखा है, 


^= -य.+म--१ > ५ द =, 
दइ-ययन-पताय इसको यूुलर का दृंखरा चरू कदते है ओर इसे हम 
© 
गा(न) इस संकेत से प्रकाशा कर्ते ह । यूरप के लोग ग्रीक वणंमाखा का तीसरा 


अक्षर गाजा (©) को खेकर इसे गामा फर (11112. {पर161107) कहते इ 
हमने इसका नाम गाद्फंट रखा है । 


इन दोनो को युरर ने निकाला है इसी लिये आद्र फे छिये उसे नाम 
सहित इन्दं बोखते हे । 
२१ 


२८२ चरटसारिकलन ) 


यूर का जन्म सन्‌ १७०७ ई० में हुभा था थौर द वधं करी अवश्या में इसकी 
सत्यु इड थी वीचमे यह अंघामीदहो गयाथा अर घरमे आग ल्ग जानेसे 
वहत से इसके पकार मस्ममीदहो गदे तथापि वहुतमरे इसके ग्रन्थ अद्याववि 
यरय मे परसिद्ध है जिनका वणेन तँ इस चकयरिकटन मे व्यं समश्चता ह इस 
लिये अपने छ्य के उपर खट कर कुछ इन दोनो चलो के सिद्धान्ते को दिख- 
लाता । नीचे स्वंत्रद्‌, म ओरन को धन सखमन्नो | 

२०० ४९१ वें पक्रम के (2) समीकरण से 

[ धवः (१-य)१-' ताय = 1 {यम-;(१ ~ य 

(च| © 
दस लिये वी (दम) =वी(म,द 

थात्‌ दःम का परस्पर परिवत्तन करदेनेसे मानम कुछ भी अन्तर नहीं 


होता | 


श र~ अ~ 4 _ (०० र-ष्तार 
| यः ( ९ ~ य) 'ताय=्वी (द+म) == | ठ्‌ सर्म 
५१ © 


वि 


उसी मे यदि य = ~ तो 


[१ श्-य) ` ताय = वी (द्‌, म) = । # 1 
५ ( 4 +र) रम 





२०९। यूरुर के दूसरे च मे यदि इ ~ = र अथौत्‌ य = खा = 
तो || ^ इ चयन, ताय = गा(न) = 9 (रा -र-) प्ता यदह एक गा(न) 
© | 


का रूपान्तर हे । 
खण्ड चलखानयन से 
` .^इ -यनताय = - इ-गयन +न. ८द-यन-पताय 
ओर इ-ष्यन 7 शल्य के तुस्य होता है यदि य=०य-० ह्ये ( चलनकटन 
का २६ वों परक्रम देखो) 
इस ये ॥ ` व्नताय = न ( = इ-ययन ~ शाय 


ल 


सान्तचटखानयन | २८२ 

अथात्‌ गा(न+१)-नगा(न) - . ~ च - . (१) 

ओर 1 ~ द्र "ताय = ९ (१९७ अकम के (४) उदाहरण से जँ अ = १) 
© 
इसलिये गा(१)=श; ~ ~ = = = = (२) 
यदि न अभिन्नद्यो तो (१) र (२) से 
गा न + १) = 

परन्तु यदि न भिन्न ओर ९ से अधिको तो यदि गा(म) इसका मान ( ज्यं 
म < १) ज्ञातदयेतो (१) समीकरण से वार वार क्रिया करने से गा(न) का मान 
भी आ जायगा! 

२०२ यदि जयन्खछ तो 


| @ इ ` जययन- {ताय = | = इ-कलन- तार =-गा+न्‌) । 
ज 
~म-१ म-१ ~ १ [क 
२०३ । | | ॥ +. ताय तार इस का द्विगुण 


चलखानयनं से मान छे आवं तो २०२ परक्रम से 
त्रा ब [* 4 
गा(द + म) | रेत्त्न =गा (द +म) वी (दःम) (२०० वें प्रक्रम) 


ओर ऊपर के द्विगुण चल मे यदि परे य के वासे चटानयन करे तो 
युन +-सय- क क 
गा(म) || वि ताय=गा (म) [| ४ ताय 


= गा(म) गा(द्‌) इस लिये ६३ वे प्रक्रम की अन्तिमर्यु 
गा(द्‌ +म) वी (दःम) = गा(म) गा(द्‌) 


$ .. गा(मोगद) 
„वा (दः ) ध गु (द ~+ म) 





इसमें यदि द+म = १ तो गा(द्‌+म)= गा (र) = १ (२०१ प्रक्रम के (२) स. से) 


०० रम-^तुर 


श = (म) गा (१-म) 


इस लिये बी (द्म) = 


अव यदि म<१तो १९९१ वे पक्रमके (९) समीकरण से 


० र" तार ॥ ४ 
श्रः ८. दस खये । 
& सअ्यामरण 





२२८४ दखसाशरिरूटन । 
द 
ल्यप 
इसमे यदिमनरेतो {गा(र)} =... गा (र) = न 
टस नीचे सी युक्तिसेभी सिड कर सकते हो । 





गा(म) गा(१-म) = 


य -- 


=) 


+= लाय यदि च = ० 





२०४। चखनकखनः से सिद्ध है कि 


[* न्ध 
५ 
भयेतिथीरोक्यनमिकस्णोनितिदि 





इख छिये कल्पना करो कि (ला न्य = 
ॐ . श, 

जहां जव चन्०्तोर-०! चके स्थानपे--स्खोतो २०१ प्रकरमसे 
दइ 


॥ | 
ग (ल) = इ? न~ ४ (१--ण इ? )-: तए्य + | ९ र ताय 
© © 


न 4 
समशछेचन से गा(न) = ५२ तार = इश्च [९ (१-य ई )न-प्ताय 
द 
© (* 


| इ 
= दः | दलद, ‹ (१-र) न- तार, य = ट २ मानने से 
[१ 


अव यहां हमें सामथ्यं है कि ₹! को धनात्मक्‌ ओर चाहे जितना बड़ा कर्पना 
कर खक इस लिये यदि इ{= ० तो र = ० दख लिये ५९ परक्रम के (र ) समीकरण 
से ओर इ, ओर न को बदल देने से 


गा (न) = न्नके -चकन्सत ० त (२) - 
(१) मंनके स्थानम न्‌-म, न+म का उत्थापन देने से 
गा(न-म) = र. --------दष्नम१..... , (२) 
(न-म) (न-म + १) (न-म + द्‌) < 
गा (न + म) = न्तन त न +म-९ “ * (२) 
इस खिये । 


। क | १ } = 
गान) _ __ = ननर्द । 


1 ! ह, ! रदत 
( [२९ ; ६१ 


{ गा(न-म) } { गा(न~+म)) ` 






(नमम) ( लर रक-्रम् 
५ ~प ) } न न~ १ प +| |; ५ 1 (न्‌ न द न 4 -रोर्चः ~ 


सान्तचदखानयन । २८५ 


न(न्‌+९)..-*“** °“ (न + इ. - १): 


प्रः । मर पः 
(शी) (ल) 
२०५ । उपर के प्रक्रमं के (४) समीकरण मं यदि । न= तो 


१ 11 म्‌ ,.. 
गा(१-पम)गा(१+म) (१ १. ) (१ २ ८. स 4 
= ( चलनकटन के २ण्वें प्रकम के (<) उदाहरण से ) 
दख लिये गा(१-प) गा(१+ प) = व 
परन्तु २०१ प्रम के (१) समीकरण से गा (१+ म) = म ग(म) 





इस लिये गा(१--स) गा(म) = व ~ यह सिद्ध हुआ ॥ 
२०६। यदि या = गा (~)गा (२) गा(<).“गा(~) जदां न धन अभिन्न है 
तो यागा (९-- न)गा(१- र) - - " गा (=) उक्ट के लिखने से इस 
चयि याः= गा(गा(९ -- ->गा(-दोगा(१-- २) - - - गा(चोगा(१९-- ई) 
ग्न 


व के प्रकमसे 
(८. ) 
स्‌ म्‌ न 


परन्तु चखनकुखन के २९६ प्रक्रम के (१) समीकरण से यदहिनकेस्थानमे 
गन का उत्थापनदोतो 





र्म 
च = (१-२ यकोज्या न + य?) (₹-स्यकोज्या श्रः + य) 
[शि ) र ¢ ७९ ट 
(१-२यकोज्या-त-८+ य) इख मे क्रम सेय = र, य = --१ मान वायं पक्चमें 


उस का ठीक भाननस्लदेनेसे 
ग्र = प्र (न्‌ -१)7)}र 
न = (र्या >) (रज्या =>) ` - - (रज्या) 
न = (रकोज्या-प्‌) (रकोज्या ॐ) - - * (रकोज्याल-१,९) 
दोनों का घात कर मू खेनेसे 


२२८६ चदछरारिकटन 
ने =२न ९ उ्या-च्या-- .-.-. च्या (न्‌-९)7 
न्‌} 
त्‌ -१ (न 
< ; (४ = धा 
दख लिये या = (प) अर या= (रन) 


_१ 
न न 


न?" गा(य)गा(य ६ ~गा(य ~~ गाध्य ध 
नगा(नय) 


२०७ । यदि फ(य) = 
तोयके स्थानमेय-+? का उध्थापनदेनेसे 
न १ - त. 
नन्व नगा(य + होगा(य + १ + दोना + १ +न)" गा(य+ = 
न गा (नय~+न) 
स-१ 


न ननवयगा(य) (य+-र)गा(य-+ > )(य+ = )गा(य+ ~ )--(य+ तः )गा(य+-त) 
न गा (नय +न) 
ननय्‌ (य + >, )(य + ट) . - * - (य + न) फ(य) 
(न य + न-र) (न य + न-२) नय 


. नय(नय-{-१) (नय -+-२) ` * * (तय -{न-? 
`  लनय+न-१) (नय~+न-)` ` ' नय 


फ़(य + १) = 


=फ(य+र) 


फ(य) = फ(य) 


इसी तरह फ(य + २) = फ(य + ९) = फ(य) = फ(य + म) जरह म चाहे जैसा 


वड़ा मान सकते है! इस लिये फ (य) = फः (इः) जट ३,= => । इस लिये 
फ(य), य से स्वतच््र है अथौत्‌ फ(य) का मान सर्वदा एक ही होगा चाहेय का 
क (4 ५ नि 
कोई मानदो इस चये जव य = -त तो (१) मे उत्थान देने से। 
६... त 
फ( य ) = गा(-ोगा( ठ )गा( )गा(न ) = (ख) २ न ~ (२०६ क्रम से) 


= 
आर जव 


ननयगा (य) गा (य + र) गा(य+ ~ गा(+ =) 9 
न मा(नय) क, 
इख लिये 


| न~ १ 
गा(य) गा(य + च) गा(य + ङ) . * " गा(य + च) = गा(नय) (रार) र नर नय 
(२) 
यह एक साधारण सिद्धान्त उत्पन्न हुआ । इसमे यदि य = -च तो २०४ प्रकम 
का सिद्धान्त उत्पन्न हो जायगा । 
दल (२) समीकरण के सिद्धान्त को गोखं (2.55) ने वर्णन किया हे | 


सान्तचल्ानयन । २ 
२०८] उपर के प्रक्रम मे (२) का खघुरिकथ छेकर यके वहा तात्का 
सम्बन्ध निकालने से । 


नगा(नय) _ गा(य) , 
गा(नय) ` या(य) 





गा(य +--र ) गा(य + न्‌=) 
< (च ऋः नः ° गाव + त) ~ नखान ° ` 
जदो गा(नय) इत्यादि तायं { गा(नय) } इत्यादि के वोधक हे । 


९९) 


(९) का पिर तात्कालिक सम्बन्ध निकालनेसे आर नयके श्थानसेखको 
रखने से । 
ता्टागा(र) 


१ { ताखागा(य), तालखागा(य + 


न) 
ताय ` + 


ताष्टछागा(य + =) } 

+ ° + 

यदि न का मान अनन्तं कस्पना करतो दहने पक्का माने ८० परक्रम कत 
अचुसार 


1 + १ तालागा्व)ताय -९ { तालागा(य + ९) 
न ताय न 


_ ताखागा(य) } 
ताय ताय 
_ ९ { तालाय+तालागा(य) _ताटागा(य) १.१), १ ^ 
. ताय तार नय! = नय. 
~ ~ तालखगा(ल 
रसं ट्य याद्‌ नय अ थात्‌ ख अनन्तद्ातीो ताखागा(ल) 
तस्य होगा । 


दार क 
तच्छं यह दत्य 
अव २०९१ प्रक्रम के (१) समीकरण से। 
गाय ~+) _ गा(य~+२).. _ गाय) गाय +न) ड 
गा(य) = (य +-९) ` यय~+१)(य~+२र) ` य(य~+१)"(य ~ न~) जह्य 
न = = इस के टधुरिक्‌थ का तात्काटिक सम्बन्ध निकालने से । 


ताखगा(्य) ताखागा(य~+न (९ 
ताय 











९ + . * * ~+ ~) 
(य~ १) (य +न--१) 
इस का फिर तात्कालिक सम्वन्य निकालने से ओर उपरकी युक्ति से 
तालछागा(य-+न) 


लः = ° करने से । 
ताशलछगा(्य) १ 
न 
ताय (य +) 


- * ° अनन्त 
(य + २) 


न (२) 


२२८८ सरयाशिकटन 


इस काय के १ ओर यके मान मे सान्तचलानयन करने से। 


तारागा (य) 


१ १ १ 
ध (र~) + (= - ज) + (= -)+- (द) 


३ य्‌ +२ 





दस भे यदिय=१तो दहना पश्च शल्य हो जायगा इसं छिये। 


तालागात्य) ___ >,,_ गा(१) 
त्य गा(६) 


अर्थौत्‌ स्थि = -गा(१) । इसको युखर का स्थिराङ्कः कते है । ओर (२) 
म ञो श्रेढी उत्पन्न इई है वह य के प्रत्येक धन मान मे सान्त होगी अर्थात्‌ 
उसका प्यक धन य के मान मे मान एक निवत संख्या करे भीतर ही रहेगा । 


। ~य न-१ [3 ्ः 

गा(न) = ॥ इ य ताय डस का १९४ परक्रम के (१) समीकरणसेन के 
"9 
~य न~र 
वदा तात्कालिकं सम्बन्ध निकाठने से गा(न) = 1 “दर य लायताय 
(४ 
(~ = 1 ^> ~य 
दख लिये गा(९) = ॥1 इ खाय ताय 
5 


(१) समीकश्णमे मानोकिय=श्तो 


। | ॥ र न-_ 
शा 16 ५. गा र } 


गा(न) गा(१) गा(२-+न) गा(१ + ~ 


इसमे यदि न = ८ तो ४० प्रक्रम के श्रेदी द्वारा दहना पश्च 1 तालाग।(य) 


= खागा(रो-खागा(९) = ° क्योकि २०१ धक्रम के (९) समीकरण से गा(२) = गा(र) 


गा(ज 
दरस स्थ्यि यदि न = तो ध खान =° पेसा हीगा 
र) मै यदि य= तो ऊपर की युक्तिसे ~, - गय) 
५३) म यदि अ ताय ~ गाय) ` प्न = ° 
इख स्यि स्थि = १९+२+3-+ - . . + १-- सान 


रस्तु> = २८ ॐ «८ ई""-त^इसटिये-खान = सा) = का + दा३... + खानः 


दस लिये स्थि=१+२+खा\+3+ खा 
न 144 
इसं लिये साधारण रीति से पटले पद को छोड करदो दो पदो को मिला कर 
पक पद्‌ मानने से न संख्यक पद्‌ = र + खा (१--च ) 


सवान्तचरखान्यन । २८९, 


~न न “पनः - इक एकर --= - र (२1 इत त. ह 


् र र र | 

ट्‌ = ८ (1 

इस लिये स्थि १ 1 द ) 
=१+यौ {वै +सा(९- ज) --- @) 
जहो न के स्थान मे २,२३.४, इत्यादि का उत्थापन देने से ~ (९ + छ +- -.) 

इस के वा -र+ ला(१- 2) इस के जितने मान हौगेउनका योगय सं 
अपेक्चित हे। 

स्थिर का मान जानने के छिये ७) समीकरण मे जितना ही अधिक दरामख्व 
अपेद्ित हौ उतनीही न की संख्या वढ्ाते जाओ 


स्थिर का मान १० दशमलव तक -५७७२१५६६०९ येह हे! सौ दशमलव 
से भी अधिक स्थान तक इसका मान परिगणित हे । 
(€€ {10८66015 07 (116 २०९९1 50८161४, «01. ¬९ [3९ . £. 514. 
2110 \/01 ¬९ >, £, 29) 


२०९। उपर के प्रक्रप के (२) समीकस्णमे यदियके स्थानमेंय+१का 
उत्थापन दं 





ताष्छागा(य + १) १ १ व । 
तो --- तायः = (वर + (ररः + (वरङ्ग + । 
न-२ वार तात्कालिक सम्बन्व निकाख्ने से 
ता^लगा(य +?) = । ९ १ 
१ ~ (- धोनन-१ 1 (वक्त + वरदन त्त स्न+ 
कस्पना कसे कि सान = १ ---- + न +~ -.* + अनन्त 
२ ३ 


तो अपर के समीकरण मे यदिय=०्ओरन7र्तों 


ताखागा(य +) _ सान(-- शनन -१ 


ताय 
तालसगाल्य-+- ९) 
ह = ० स्थि (२०८ प्रक्रम के 
परन्तु जव य=-०तो विं र ( र 


(२) समीकरण से ) ओर खगा (१+य)= लागा (१)- लखा (९) =°, इसलिये 
भ्याक्ङौरिन (1112८12 011111) के सिद्धान्त से 
२ 


२९० चट रदडिकटन | 


र साच्यं सायः सामय सायः | 
सखागा(१-+ य) = - स्थिय ~+ ~र श ४, + स न्‌ ध) 


यदियषामान ९ सं अस्पहो तो यह श्रेदी सान्त होगी । 

२०१ प्रक्रम का (१) समीकरण ओर २०५ प्रकम का अन्तिम समीकरण दोनो 
परसेसिद्धदैकि यदियङ़े० ओर रेके मीतर सव मानस मा(य) इसका 
मान विदितदहोतो,, १९ इन मानम वा, १३ दनं मानौ वै अ्थीत्‌ वार कर 
क्रिया हसने सेय के सव घन मानों गा(य) का सान जान सकते द 

परन्तु (१) समीकरण की ध्रेदीय फे ० से ठेर 3 तक सव मानो 
छागां (१+य) इस का मान वनाती दहे फिर इन खघुरिकथ पर से १, सेके ११ 
तक सव माना मे गातय) का मान निकर अ्रेगा, इख तरह सवय के धन 
मानो मे गा(य) का मान जान सकते ह । 


सन्य _ साध्य 


२९० खगा (१+य) = - स्थिय + + 


क ८ क य ६: ३ 
इस लिये छागा (१--य) = स्थिय + ~ल = . -सय 


 .". खगा(९+य)+खागा (रय) = ला {गा (+य) गा (९-य)) 
= खा { यगा(य)गा(९-य); = खसय~+ला { गा(योगा(१--य) } 





= खा ( ... (२०५ प्रक्रम से) 


सव) ५ 


~ २ (खाप्य , सभ्य 
= (व +.) सागा(६५योगा((--च); = साज 


यः - । 
स्व +... )= खा {ग्‌ 





इसी तरह -- २ ( स्थिय + 


यै गा.१- य) 
म = (~~ # ३ र ४६ 
दोनौको जोडदेने सेला च~ - २( स्थिय + -साः्यः + स्य 
-खा{गा(१५+य);ः 
, षन 
इस लिये का(१+य)=-3 खा २ (स्थिय + स्य त साय क 
त १--य . 
रथा व ५ + (१--स्थि)य-३(साः-१)य-२(सा.-श)य- .-- 


यकामानर सेअस्पदहो तो यह श्रेढी बहुत शीघ्र सान्त हो जायगी । 
र्१्र। गा(१५+य) इसकान्यु नतम मान निकार्ना हो तो पीछे ञो 


सान्तचटखानयन । २९.९१ 


खागा(१+य) कामान निकला हे उखा तात्कालिक सम्बन्ध निकार उसको 
दल्य के तुव्य कये । इस तरह से यदि माने निकालो तो असङृद्धिधि से 

गा (१-+य) के न्युनतम मान मे, ९+ य = ९ -७६९६३२१७५११०५ । 

छेजेण्डू (1.48€101€) खाहव ने दागा (य+ ९) कफे मान के च्य एक 
सारणी वना डाली है जिस मेसे संक्षेपकरकेयकेश,२मानो के भीतर दागा (य) 
क मान दम इस अध्याय के अन्त मे छिखेगे। 

२९२ वहत से सान्तचलो का मान गाढ फर्के रूपमे आ जातवा है 


६.९ ®, = २ ह ~ 
जेते | दय ताय इसमे यदि अ्यः-र तो 
(#| 


-अभ्यः ष्‌ च ~-१ 
|| म ड < तायं = ० & तार | स 4 गा (३) 
^ >२अ९८र २अ मअ 


न 





(गाढ फट के खक्षणसे) = (२०५ वे प्रकम से) 


९ य *(१-य) 
स्तर | ----------- दध्यं 


(य + अ) + 
इस मे यदि न तो य=रअ-~१९+-अ-र 
य~+-अ १+अ 





९ यः-१(१-य)म- 
1 ----------ताय = 


य = ९ -द-/3-.-\ न 
(य ~+ अ)र 1१ अ१(१+अ)ः ॥ र (र. तार 


_ १ ् 4 गा(द्‌) गा(म) ६ 
त्र अम(र ध अ) वा (द,+म) अ(₹ ~ अ) गा (द्‌ ~~ म) (२०६ प्र्र्म से) 


९ 9 द) मे र (५ 
फिर | य. "(१-यः)ग- ताय इसमे मानोकिय'=रतों 
£ 


द द्गा(म) - 
| “य (-यधेम-प्ताय = ३ [ १२६-११-रोग-*तार = गा गाम) 
+५॥ ५ 


रगा(र+म) 


[॥ 
इस तसर्ह से ४ ज्याषका ज्याश्घ ताष इसमे यदि ज्याषन्यतो 
छ 
स्यापष कोल्याव्ष तायं ॥ ९ यप+९-९ (१-य) र ९ ताय 
(| 
गा २')गा( ल्‌ {१ ) 
` रगा(--+र) 


२९० चटरङिकदन । 


सा सा.ःय' , सामयः सायः (र 
सखागा(९+ य) = ~ स्थिय + क ह (९) 


यदिय कामान रसे ञस्पहोतो यह श्रेदी सान्त होगी | 

२०१ प्रकम क (१) समीकरण आर २०५ प्रक का अन्तिम समीकरण दोनो 
परसेसिद्धहैकरि यदियफे०, ओर रके भीतर सव मानौ गाय) इश्च का 
मान निदितद्योतो, २, १९३न मानोमे वा१, १३ इन मानी तै अर्थात्‌ वार कर 
क्रिया गत्यनेसेय के सखव घन सानो खं गा(य) कामान जान सकते दें 


‰४ 


परन्तु (१) समीकरण की घ्रेटीय फे ० सरे ठेर २ तक सव मानो में 
खगा (९+य) इस का मान वनाती हे फिर इन ख्घुरिक्‌थपर से १, सेखे १३ 
तकं सव मानौ ये गाय) करा मान निकट अविगा, इस तरह सचय कै घम 
मानो मे मा(य) का मान जान सकते हें । 





य सायः 
२९० लागा (१+य) = -- स्थिय + -चएय _ ख्य + 


४ छि ष ५ ७८ छ 


२ २ 
8 र 
इस लिये खगा (१--य) = स्थिय + --=- + --<- 1 


खगा(९+य) खगा (१-य) = खा {गा (९+य) गा (१-य)) 
= खा { यगा(य)गा(१-य) ¦ = खय~+ला { गा(य)ोगा(९- य); 


नलया ( त ); ,.. १... (२०५ परक्रम से) 


सातय. साभ्य 


[1 4 [1 ग्म । 
॥ सःय | गा(१+य्‌)। 
० 3। ~~ [1 ४8 ~ ४ 
इसी तरद -- २ ( स्थिय से +. = द्ध गा.१-य्‌)) 


नः भ य॒ (> थ रःय सायः 
दोनौको ओड्देने सेखा वाय - २( स्थिय + प 


खा {गा (१+य); 





२ ति 
इस च्य ला(१+य) = ‡ ला र - (स्थिय + ष + ~ +...) 
= „य + (१--स्थिव-‡(साः-९)व-3(सा५-२)य- --- 


उ्यायण 
य कामान > खेअस्पदह्ीतो यह्‌ श्री ददतत शमी स्दान्द ह 


न | 


ननः 


२११ गा(९५य) इसकान्यु नवम म्न निक्षटन षो त्ते पीके जो 


सन्वचटखानियन | २९.९ 


लागा(१+य) कामान निकला हे उसका ताच्कादिक सम्बन्ध निकाल उसके 
द्य के तुस्य कये । रस तरह से यदि मान निकारो तो असकृद्धिधि से 

गा (१+य) के न्यूनतम मान मे, ९4 य = १ "६९६२२१७५९६१०५ । 

खेजेण्ड्‌ (1.4€1011<) साहव ने सगा (य+९) के मान के दिये पक 
सारणी वना ङी है जिसमेसे संक्षेपकरकेयके१,२मानो के भीतर खागा (य) 


के मान हम दस अध्याय के अन्तये टिखेमे। 
२९२ वहत से सान्तचलोौ का मान गाद फटके स्पे आ जाता है 


जसे | = द्-अय ताय दखमे यदि अष्यस=~र तो 
€ 


० + -र..२-? 
| = ता | त | क्ष न 2 गा (ई) 
6 र २अ\८र 9 


(गाढ फर के रक्षण से) = ~ (२०५ वे प्रकम से) 





१ य .(१-य)"- ° 
मौर || = ~ ~ 


४ (य ~+ अ); 


र 


तो स=र्ञअ~१+-अ- 
"कनः त य =स्थ->=१-+अ-र 


इस मे यवि 





द-१/५ + म-२ 
४ य (१ य) 


~ "९.५६ म~! 
(प्र; जन ताय ब्नताकृषः 1 र -(१-र) म~" तार 
© 


१ गा(द) गाम) 


रबी (द+म) जगद ्र रद्म्न (२०२ परक्रम से) 


1 
 अ१{९+अ) 


९ (4 द्र मे [ऋष्‌ 
पिर ॥ य. "(१-य)"-प्ताय इसमे मानोकरिय'~-रस्तो 


।&, -"(१-य)म-प्ताय = र ९२२-९(१-र)म-१तार गागा) 


रगा(३+म) 


बस तरह से 1 ज्याषक ज्याव्ष ताष इसमे यदि स्यषन्यतो 


य न १ जप+१-१/१. २ =--१ 
२ स्याप्ष क्ोञ्याष ताय = 1 य (१-य) २ ताय 
6 & 


_ गा(--र-)गा 
` रगा -+ 


२९२ चररि कलनं । 








१. = (१ त "ताय ५४ =, ^; च्छर्‌ 
| { अय + क(१-य) "दाम रसम समानक यं म] रर) ष तो 


९ (१. १, म _ गा(दोगा(म) 
इसका रूप स्च्करस | श्‌ ( र -र) न्र्‌ = अव्करमगाद + स) 


1५ 


फिर | ५ य.-'(अ-य)म-तायङडइस म मान लो क्रिय = अरतोदसका 


श. द -९ गा(द्‌जगा(म) 
द+म (५ ,( 
१ | ० गा (द+म) (२) 
© 


२९१३। || || 1 ल तार तार ताय... इस 


अनेक गुण चल का मान गाद्‌ फलके रूपमे ठे आयो । जह्य जानते है कि 
य~+-र+ख+---< १ ओर सव चर संख्या का मानरेसा माना गया है 
जिसमे अनेक गुण चङ का मान घन दो | 

यहो पटे ऊ के वासे चलखानयन करने से ओर०,९-य-र सीमा 


से ( छन ताल = (यर) _ _ गान) सोन 
माननेसे [क तार = < ~ मा(न +र) (१-य-र)न प्फिरर कं 
वदा से चखानयन करनेसेरके०,१-यके मान के भीतर 
म-१/9. > +न _ (१-य)म1न(गाम)गा(न-¬+९) २ र 
[र (१-य-र)नतार = --मत्लनन्छा १२ प्रक्रम के (९) 
समीकरण से 


अन्तमेय के वरा चखानयन से ओर ०, १ सीमा मानने से। 


द-{(₹- य)म+न गाागाम न+) _ ~, (नः = 
[य (१ थ) '" ताय गा(द्‌+म+न+१) रस एद अनादर अनक गुण 


गान) गाम)गा(न+१) गा्धोगा(म+न। ?) 
चट न 
ङ जग मानं गा(न+१) गाम-+न>+१) गा(द+म+न+) 





२९१४। || ॥ ^ (कम-खश्न-!  - . - ताख.ताकःताय, इसका 
मान गाद्‌ फ के रूप में जानना है 

जहा { -द- | | -क- र, | = (५ ...... < १ ओर चल 
संख्याय का मान पेखा हे सच घन मान है | 








मानलखेकिय = | ॐ |१ 


८ 

11 
ष, 
9 |ॐ 
२ 

॥ 
न 
6 [8 


स्‌ा(न्तचदखानयन | २९.२ 


तो ऊपर के प्रकमसेचटका रूप 


अ क त गा(-च,गा(व)गा(म) 
पवम.--. गा वर + + १) 


(क 


यह सिद्धान्त छेज्यून डिरिचछेर्‌ (1.€]€016 [01पता61.) का निकाला दे | 
इस मे यदिप=-व=-..--.-=१ओरच=-अनकन्खतों 
अ+ क~ खः < च 


| | | -- अ? ' कर्न 'खन-‹ . ताखाताक्ताम,--. 


_ _ च+" -गा(द)गा(म)गा(न) 


-नाचः +म~+न~+ 
गा(द+म~+न+.----. + ९) ॥ 


गा(दोगा(मोगा(न) __ 
गा(द~+म +न" + १) 


दसी प्रकार यदि चखनयन पेखा किया जाय जिसमे अ!+क९+ख्‌+ --- 
<~ च+ ^च 
उपरकीयु उस का मान ना(च + ^\+च)र'म+न एसा होगा। 


जहां ना - 








दस लिये दोनो का अन्तरना { (च ~+ ^च)र^म+न+--चर+म+न+ ^ | 
= ना(द+म+न-+ - ` फचद॑म+न1 १/५ च यदि^+च अत्यन्त अल्पो 


~ -गा(दगा(मोगा(न) द्+म+न+.-. -१५ च 
नाहम न+- च ~ 
२१५५ || | + रम ठन-...फ(य +र ++ ---)तारखतारताय इस 


कामान एक चलानयन के रूपमे ठे आना हे, जहां चलानयन रेखा किया गया 
हैः जिस मे सव चद के धन मान स्यि गये है जहाँ य~+र ++ “` <ग। 
खाघव के लिये मानलो कि तीन चख्यशिदह। 
यहाँ उपर के प्रक्रम की युक्ति से यदि फ(य^+स्+ल) के स्थान में 
१. मानतो उसभागका चट जो कियोगके चच +^ चके भीतर हे 


गा(द)गा(म)गा{न) चदर+म+न 
गा (द+म+न) 


परन्तु फ(य + र + ठ) = फ(च) के स्थानम १ रख कर उपर का मान दिख- 
` खाया है इस स्यि उस को फ(च) से गुण देने से 


गा(द)गा(म)गा(न) 
गा(द-+म~+न) 


-१ ^^ च यह होगा 


फ( च ) च+मन+""-१/\ च यह पक खण्ड की गति इ 


२९४ रखा रिक्खनं | 


गाढ गा(म'गा(नं 


१2 घ टः रः 
इस 1ख्य सम्ब्रूण चख = गमन) | 
© 


(च) चः 1" -{ताच यदहधै रीति 


[षि (न 


जितनी रलयदि हौ सवत्र दिखदाद जा सच्छतं 


>) 
+ 


चा 


२१६ दसी प्रकार चिशुगच् 


1 [| क१म-!ख९न- ( ----)प ( = ६ (=) 


ताखः दाक! ताअ; रद्ध सदो चख्गरिया के खव धन मान तें 








[अ । (व , (खः भ = = 
| -- ! +| -लः ~ | यह ग सं अधिक नहींहे 
य शिः 
म * छ स्‌ स्‌ 
अकखेः गा गा गा ५ ) गद््‌(च)च ध ताच 


पतम्‌ गा ( - + २ 


इसके तुस्य होगा | 


यह रीति चाहे जितनी चखराशि ह सर्वत्र दिखलाई जा सकती है 


य (रब पतायतार 
२२.७। 1 -------रषवय- ण 
९ दय कर)ष्व इसका रूप साधारण चलानयन क 

अथ <| = 1 =, 
थात्‌ एक चलानयन के स्वरूप मे छे आना हे जरह थ, र के सव मान धन है 
आओरय-+रयह जसे अधिकनहीं दै) ओौरप,व, त, अ, ओर क सव थन 
स्थिराङ्कः दहै मानणडोकिअत्कतो 

त + अय~+कर-~-त~+अ (य+र)-(अ-क)रनरा-ह 

जहा रा=त~+अ{य~+र), ह=(अ--क) र 

दस लिये (त + अय + कर)-प-व 


२ 
= दाप { ? + (प+व)-दु + 1 
॥ |२. रा 
यह श्ेद्ी सान्त होगी । . 
अव ऊपर का द्विगुण चर २१५ वें प्रक्मसे पक चलानयनके रूपमे आं 


ध य '-.रग-ष्तायतार 
> 1 | (त + अय + कर) 14 


= ( {व र ` + (+ वः(ज--के)य ध्यव 
चि / सश्पतन्‌ ५ घ+ ~ ४ 
1 ॥ ५५ ५९ 
+ व्‌) च + १) (अ--क)ष्यप- १२२६ ध 
ननू (प + वु) (ण्‌ + ९ ) ५.८ १ [1 ५ ७०७ ॥ लर स्‌ 


| +ल ४ 
[२ 


सहन्तचचखनयन । २९५ 


1 गा(पःगा(व्‌) टव गा(प,गा(व+१) 


ध, 
गा(प+व) (त्‌ + अर)पव गा(प+वश) (प + च) (अ 


ऋ -ट्तर ज्लंच्कन 


गा(प्गा व+२्‌) , _(प+व्‌)(प+ब+१) (अ--क)ष्टप+व+ 


गा (प+व्‌+्‌) [२ ` (त्प सर)प््कर + ` ; तट 
( "ज (4 पृ ~व १ 


= गा(प) 








गाल, । (पव्‌) गा(व+१) (अ-क)र 
(त + अख) 1 ग्व)"  मा(्ःव ` -त 








ध | 
गा(ःव+र) ९.२(तिमटरि ~ + '" / त 
प +> ॐ २.५९ 
ग) (प)गाव क व्‌ (अ-क) ट व + ११ (अ-कः) --8 
॥ ( ) ॥ ( ) एवकरः 4 क 4 प ता 
च * टप ~+ र्भ्‌ त्‌ ~ अट ~~ तट 
५।[ (प + व्‌) 4 ते+ । | 2 (त -- अट) 


_ _गा(पोगाव [> _ _खपा--' { _ (अ--क)ट } तारे 
गा(प~+व) / (त ~+ अर). त + अख 





गा(प्)गाव (ज टप ॑¶-(ताद 
गा(प+व)./ (त+अरट)(त + कट)" 
क 


इस तरह से अनेक सिद्धान्त वना सक्रते हो । 
। । 
२९५ 1 इ~ कोज्याररयताय इस का मान जनना है जो र अर 


(च| 
य परस्पर स्वतन्दै। मानो किं उदि सान्त्यर्-सखदहेतो १९७ प्रक्र कै 
(९) समीकरण से 


स 2० _ अर्यः 
ष्क अयार्स्यताव 
तपर २| यद्‌ ज्या 
+ १। 


` (अभ्यः 
परन्तु | यद ज्याररयताय 








अयः श + (श न 
् द्‌ अयास्य मद्‌ अय क{ल्यश्रयताय 
क 0 ॥. 
यअ मअ 
( खण्ड चलखानयन से } 
^ ० ~अस्यः यर /*0०0 अभ्यः . 
दस ट्य 1 सर्‌ <उ्य रयता = रः | दू कः (्यर्स्य 
6 ७ 
ग्रस ~ तास रस 
रयः रस्त खिये ता न= ~ `अ छ 
सकामागदेदेनेसे 








२२९६ चरख्रारिकदन | 
स. _ तासा) | 
स तालसा(स र्र्‌ र स्थि 
त. व 6 1, ट == ~ ्॥ 
तार तार अः ष स्र “॥ 


(हि 
इस स्थयिख~-आडइ अः 


जो कोद रके वरा से स्थिराङ् हे) 


[र ~ अवुः भ 
मानलखोकिसर्=०्तो क च ताय = > (२१९२ वं परक्रम से) 


ध रः 
॥ त इ-५ कोञ्यारस्यताय = -+ 
6 े - -एम 2 
यद्यपि १९४ परकम मे छिख आये है कि यदि कोई सीमा अनन्त के तुस्यन 
हो तब १९.७३ पक्रम का (९ ) समीकरण सत्य होगा परन्तु इख स्थान मे अनन्त 


[५ २) १ अव्यु 
सीमा होने पर मी दीक होगा क्योकि दसय खण्ड यहो पर | इ ` इःताय 
© 
दुस्य ही दोगा यदि इ१{=० हो तो क्योकि ४्े पक्रमको युक्ति से मान 
#. ०९ ४ [भ <. अयः 
खो कि श्रेदी मे इर का सव से वडा मानयदि इ्होतो | ~ इ ` द्‌! ताय 
) 


7 ` 


--- इ इस से छोटा होगा। 
, यञ 





-अभ्य्‌ः ६ 
यह २२ ॥ १ रू ताय इस से अथात्‌ 
५ 


परन्तु कपना जैसा किया हे उस के ध्म से इ२= ° होगा इस लिये दृखरे खण्ड 
का नारा दौ जने से १९४ प्रक्रम का (१) समीकरण यहां ठीक दी इम) 





00 --जय्‌ च्यारय ॐ (> 
२९। ९| द्‌ ताय दस का मान जानना है जरह ज स्थिराङ्क 
(५, 


ओर र, य परस्पर स्वतच्र हे । यहो मान कासानस मान लो तो १९७ अक्रम से 


[स "जय 
9१) | ^ इ" कोज्यास्यताय 
तार 

© 


 _-जय 
परन्तु | द कोञ्यारयताय 


= इ-जय_ रज्यारय -- जकोञ्थारय 


॥1र-+ 
कः = खण्ड चखानयन से 


सान्तचछखार्नयन्‌ । ९.७ 


५ 0 -जय ९1 
इल लि | इ कोल्यार्यताय = ~ 
9 ४ । ज +र (८१) 
इस वरह से तख = ज 
तार ज +र 
८ ८ 
इख सिये सखनस्प 242 ४ ०" (२) 


ज 
यदा पर स्थिराड की अपेक्षा नहीं है क्योकि यदिर=० तो सभी शुल्यदहो 
जायगा । यहां जके सव चन मानमेसका मान टीक होगा इस छिये यदि ज्ञ = ० 


7. ० ज्याजय्‌ 
तोस= स्प-"= => | सः ताय 


(च 
यदि ज ऋणास्मकदोतो सका मान--? होगा) 


०० ल्या कय कोर्याअय 
इस पर से ---------- 


छ ताय इसका मान जान सकते ह क्योकि 


सरटजिकोणमिति से यह ॥ 


| ०० ज्या (क~+अ)य ज्या (क-अभ)य 
य 


ताय +रे | ताय 


© 
सके तुद्य हु ओर (२) समीकरण मंज =° मानने से दोनो खण्डोंका 
मान > इस लिये | 
९ नो & ॐ # (कर ॥ 
|| „ ज्याकय कोञ्या अय ताय =+ परन्तु यदि 7 क तो 


नि ० ऊ त्‌ ऊ ञ्‌ र 
ऊपर की युक्तिसे || ------ ताय = ° यह होगा | 
।*। 


0: => अः ह 
२२० । स = 1 द्‌ (य ¬) दुः) ताय इस का मान जानना है| 
७ 


तासि ९० ~ अ, ताय च ञं 
यहं १९ =_ र | र (य + ऊ) -यरेइ्स में यदिय=- 


र २ 
२, अ २ ताय अ तार ख 
तो यः+ द +, ट क ता 


०० __ अः, ताथ 
स छथि च = -र२अ | = (य + ~) चः 
(भ 


ताज 
व 
=म्अ{ इ (ल + ऊ) ताख 
| 
२२ 


२२९८ | चखराडशिकटन ¦ 


~ क, २ 
>= -- २ अ दू (छ + ठर) ताड ~ अस 


दख लिये तालसास् = -- २ ता 
क सासं = --२ अस्थि 
दरस लिये सं=-आङ्‌-र्ज 


५९ [न ८ + र र 
ऊपर के समानम यदि अ=०, स= 1 दई य ताय = न्ट (२९२्वे परक्रम से) 
५ ध 


[+ 7 (प ४ । 
इस सिये आ = ~अ? स = ह ड अ ~~ | दू ( य+ ) ताय 
(च 


य,(खाय)न ताय = सः इस का मान जानना है ! 





यहां यदियनइस्तो 
स = [धयम (खाय) ताय = (शेन |  दू-(म+१)5 छन ताड 
8 (| 
नन दर (१) { छ(म--१))न (म+१) ताड 
(+ न । । 
= लल | ^ द चलन तालं । (वदि (म+१) ल=) 


(--र) "गा (न+ १) 
(म त ९ ५ ५५ 


यदि खाय के स्थानमे -- लखा (दै) = (--९) खा ३ र्ठ तो 


|| स्यम (खाय) 7 ताय = | यम (- १) (खा गोन ताय 


ह) | चोन लाय = (5 द श गा (न+) त न 


टखायत 
२२२ । [ -ह्न = ॥॥ खाय ताय ( १+य +य + ... ) 
© र 


० (९५२ + ..“) ! ( उपर के उदाहरण से) 
ग 


= -->- । ( चलनकरख्न के २० दें प्रक्रम करा (र) उदाहरण दे. ) 
९ 


दख तरह से अनेक उदाहरण कर सकते द । 


सान्तचखानयन २९९ 
२२३ । कस्पना करो क्रि 


| कट (य.ग) ताय 
< 





तो सख ताग = 1 क पए(य.ग) ताय ताग 
ॐ 
दसं लिये 


क प्र 
! स ताग = । | फ़(यःग) ताय ताग 





ई ५ 
२? कड्‌ ५९ ` 
त फ(य.ग) ताग ताय । दैरवं पक्रम से 
अ अ 


इस पर से भी अनेक सान्तचलो के मान बड़ खाघवे से सिद्धो जते है| 


१ 


२२७ । जानते है कि | इ जय ताय = = । १९० धक्रम का (छ) 
© 


उदाहरण देखो 
इख सिये उपर के भरक्रम कोयुक्ति से यदिज=-ग, क= ०,अन०न्तो 


ताज क्‌ कृ 
१ सताग= ।# ¬ त = | # | : फ(यःग)तागताय 
१ । 


अश अ १ । 4, अ 


परन्तु (| फ(य,ग) ताग = 1 फ(य,ज)ताज = | द जवताज्ञ 


ड जय 
क दिये 


दुः लय अ, टक १य्‌ = 
॥ १९ (- ताज ~ न ~~~ ईस लिये 
भ, | 


„_ कः | , --अश्य_ कश्य ध 
|| | फ(य,ज) ताज ताय = 4 + -- ताय=ला- 
य॒ अ 
© अ ` @ 





२२५ । खण्डचखानयन से जानते है कि 
(1। 


० _ -गय ~ _ 
अ [रि 
॥ दइ कोञ्याभश्य ताय = दः 


३०० सरखरयाहिकखन । 


(क 


दोनो पक्षो काग के वश चलखानयन कण्ने से ओर गम की खीमा, 
अ, क मानने से । 











ध -अय क्य २ म्‌ 
1 व २ - कोञयाभ;य ताय = ‡ला {अ 
| यं अ + ९ 
(| 
~ क? =, _ (ॐ कोज्याअश्य | 
य ~ ९+यु 


क 
अमे यदि अन्य =र 
तो अ~ ॥ि र~ व्रर्‌ | -६त। डय अर से अआ दा कुल भीं सस्वस्ध 
© 
न्प है ओर २९९ चे परक्रम की युक्ति से आ = 
० क्ोउयाअशस्य 
अष ऋ = । रयं ताय 


ताक 20 यस्या अध्य 
ये || ८ 
ताअ १९-य्‌ ४ 


~. (अ, ०2 ज्या अध्य 
मोर | का ताअ! = ॥ वठ्‌ सप ता 


© 


अ, [ वाका | ०2 (? + यरेल्याअश्य ध 


दस ट 





समरोधन करने से 


अं {क्रा 
१ (८ ४ ~~ < यम ५५५ नन १०४ 
| का ताञर- ताग मा = ० (९) 


(९) को इ ताअ, से गुणकर अर के वडा से चलानयन ` करने 


सेइ“, ( ४ का ताथ + का--अ) = स्थिराङ्क 
ध © 

इसखिये अ९ का चाहे जो मान हो (१) का च्छ कोद नियत संख्या के तुर्य 
होगा इख लिये यदि अ, अनन्त के बुस्यहो तो पिरे सप्नीकरण मे श्थिराङ््‌ 


दाल्य के तुखय होगा क्योकि उसका ब्रायां प्च दन्य के तुल्य होता है इस चखिये 
अ, के अनन्त मान मे 


खान्तचखानयन । ३०९ 


( अ 
| ~? का ताज९+का- आ) = ° = | ९का तान+का -आ, ˆ (२) 


क~ 





इस लिये (९) ओर (२) के अन्तर से 


ताक्रा _ 


-- कः 
ताअ? ॥ 


[द "~ ५१ [ज (५१ 
दस लिये काआ, इ ' जहो आ, कोई स्थिराङ्कः हे 
आर का ताअ । आई ताअ! = -आ्ड्‌ 

(~ अश ~~ अश 
इस ल्टिये 1 का ताभ, = आ, - आर 

© 
(२) मे इन का उत्थापन देने से 


~अ) "ॐ 
१४ कतार +का-आ= आ-अआ्द्‌ -+आारड्‌ `-आ= आर -आ = ० 
© 


(~ "~अ 
८ ॥ वि अर ८ अ रस्त दिये कू [भ अआ चू १ ४ 89 # #@ 9 = ० # 9 @@ ० 9 9 99 9 (३) 
यदि अ, को अत्यस्पं मानं अ्थीत्‌ अ९= ० तो 
` कोञ्याअ, य्‌ ० ताय _ 7. 


इ्सच्ि 2 सेका इ 


१ 


यदि अशऋणदो तोर) से का=‰ इ" पेखा होगा ओर २१९ वे प्रक्रम की 
युक्ति सेञआ=-९ | 


२२७ २२६ प्रक्रम से सिद्ध डइआदेकि 


= - नव =? इ -‹ इसका अ, के वशा तात्कालिक 


© 
सम्बन्ध निकालने से 
प रत = ® इ ओर चलानयन कर मान अएके०,गके 


© 
क 


भान्‌ क भीतर के अं तो 


0 सथधागय ५ ~अ 
[1 ताय न 8 ५ दू ) 
` | ^ क्ट सव । 


२०२ चटर्डिकखन ) 


~. 


२२८ खण्डचलखानयन से सिद्ध है कि 


-अय अय उग्रा अदअ 
| अ स्य + भर ~~~ अध्य 
१ 


-अय अर्ल्याअशय ~ अकोज्याअएय 
अ+अः 


न 


` अय 
ओर || इ कोज्यायश्य ताय = 


क १ 1 
इन पर से | द ज्या अरय ताय रम = 
(च 


९ --अय्‌ ८० ६: 
अर || ~ इ कोज्या, य ताय=--------;- । यदि अ धनात्मक हो। 
अ+ 
@ 


इनमे यदिअन्न्तो 


अर र 


ग्थापननमसयमनमपमजमि 


` 00 
ञ्य = = 
॥ ज्याञश्य ताय लः ता 


५ 
( 


ओर || ¬> कोल्याअश्य ताय = ० 
[५। 


परन्तु || ज्याअर्य ताय = - कोज्याञ१ य 
अ 
आर | कोज्याअ,+य ताय = - न 
१ 
इसलिये 
५. क 4 १ १ 
सयाथश्य = ~~~ कोस्या ( 0 ) न~ ^~ ~य न 
१ अ? 
| 
त कोज्या (०) = ° 


ओर १) ४ कोज्याञ,य ताय = स्या (०) +०= ० 
9 


9 


ज्य (००) ० 


इन पर से यह सिद्ध दतः है कि यदि कोणा मान अनन्तो कतो उस कीं 
ज्या ओर कोटिज्या दोनो शल्य के समान होती हे यद अत्यन्त चमत्कार हे ¦ 
इख पर शणितन्ञ ने वहत ही विचर किया है जिक्चका वर्णन इख चलरःङ्िकलन 
की पुस्तक मं विद्यार्थियों के चयि दुर्वोध कारक है । मेस समद्ध ते लजिस अनन्द 
कोणके मानम ज्या दाल्य होती है उसी अनन्तकोण के मन मै कोटिस्या 


सान्तचखानयन । ३०३ 
हन्य के तुल्य नहीं होती हे किन्तु दोनौ अनन्त कोणो के मानौ का अन्तर अवद्य 
रमण इस के तस्य होगा जहां म कोई अभिन्न संख्या हे । 

२०९ फट का विस्तररूप वनाकर भी कीं कीं सान्तचर का मान 
निकर आता है । जेखा कि २२२ पक्रम मे दिखलाया है उसी चाड के कुछ ओर 


> क 


उदाहरण दिखलाते दै । 


यदि खा { १९-अड व= ॥ ओर खा 4 ₹ + अद्य +- ९ | 
दनं दोनो का विस्तृत मान रे आकर जोड डलोतो 


खा (१ - २ अकोज्याय+अः) 
अ श . 
= -> (अकोल्याय + न कोल्यारय + ल ङ्खः कोन्योनिव + ==") 
यहाँ यदि १तोगश्रेढी का मान सान्त दोगा 
दूस लिये ./^ खा (१ - २ अकोल्याय + अ) ताय 
स 3 


् श नारं अ. _ 
= ~ २ (अन्याय + उश ^ द उ्यारेय + ... ) 





नोर |” खां (१ -२अकोञ्याय + अ) ताय = ० । 
[५ 


यदिअ7 ९ तीखा (१- स्अकोज्याय+अः) 


९ 


9 
= खा. +ला (१.- द्ध कोज्याय + दध 


दस लिये अव ऊपर युक्ति से द < १ इस लिये दुसरे खण्ड का मान शल्य 
निकटेगा ओर पटे का १ खाः = २ १ खाअ यह जो कि अभीष्ट मान होगा| 
यदिञअन््तो .^ खा (१- रअकोज्याय+अ) ताय 


य्‌ 
= [खा { २८१ ~ अकोस्याय) ¦ ताय = [खा ज्या ताय ~+ खा ४ | ताय 
= 1 खन्या रताय +र्ला २ | ताय 
| । 1 { 1. य्‌ 
र | खछाज्याय ताय + रलार [त्य यदि य=-र- 


= ४ | लाज्याय ताय॑+र्यलार 


३०७ चटरारिकटन । 
[ब # ध ॥ । ॥ 
इसलिये | लखा (१-र्अकोज्याय + अ) ताय = 9 | २ दाज्याय ताय + शष्लार्‌ _ 
6 श © 


गर्छ + रण्प्छार्‌ = ०, ५७ मक्रम के (३) उदाहरण से ¦ 


तीनौ स्वरूप को यदि षए्कदहयी समीकरण से दिखलाया चाहे तो पडे को 
खा(अः ~ रअगकोल्याय + गः) ताय 


= र्य = ग ५ ५ | 
= खाः + खा(९ - द कोज्याय + र) ताय फेसेङिखो यदि 7 श 
थ क अ निर अ [य्‌ 
ओर यदि ग 7अतो सग^+ खा(९- `न कोज्याय + र) ताय ठे िस्ते 


तब # सखा अः ~ २ यगकोल्याय + गः) ताय = २१्दछाज 
[१। 
जटं दोनो अ ओर गमेंसे जो अधिक है उसका योतक जद 


२३० खण्डचसखनयन से । खा(१-२ अकोञ्याय + अ) ताय 


यज्याय ताय 


~ ॐ , ~~ ९ उनृता गिञ्याय ¬- अः ~ ९अ्‌ > ४ 
य ` खा(१- रको ॥ ९- रेभकोल्याय+अ 


दसं स्यि यदिअ<श१तो 





(14 अयाय ताय २ ह ॥ 
|| १-र अकोञ्याय+-अः रम खा(९+अर. = ` उखा (१+अ) 


ओर यदि 7 ९तो ऊपर फे परक्रम की युक्तिसे 
4 9 धृट १ 
इसे का मान = अं खा(९+अ)- दसा) ञ्‌ स+ स) 


२३१ ! (7 कोज्याभएय खा (१-सभकोज्यएय +अग) ताय दस का मान 

(क 
२२९ प्रक्रम के एेखा यदि दी मे सकर चरखानयन करे (जहां सरद 
त्रिकोणमिति से दौ कोटिज्याय के घत को दो कोटिस्या के योग॑ 
मे स्वरूप वना सेना) तो ०, ८ सीया के भीतर सव चलौ ऋष मन 


उड़ जायगा एक खण्ड केवर ॥ श 


सहन्तचखानयन । २०९५ 


तः अः 
अ १९ ओरयदि 7१९ तो उसी प्रक्रम की युक्ति से ॥ ----यदह रह 


७ 





अर 
जायगा । इसलिये 


¢ 
| कोञ्याअभ्य ख (९-रअकोस्याय + अ) ताय 
© 


अ 

(19 - अप्‌ 

~ ----, वा- -- यदि ८१९वाञअ7१। 
अपर अ? 


षि 


२३२1 खण्डवलखछानयन से ऊपर के फट करा मान रे आवो तो २२० 


= 7 ज्याय ज्याअष्य ताय _ न्जभश-प्वाय्ज (अ१+-९) 
परक्रमकी ्तिसे | 8 वाय 
क  ₹१-र्अकाज्याय+अ । ~ 


यदिअ^८१्वाअ१। 


२३३ । चख्नकट्न के ३१७ वे प्रक्रम के अन्त मे जो समीकरण उत्पन्न 
हा है उसे रसे गुण कर १ मे जोड़देनेसे 


९--अ- 


---------------= २4 रकोल्याय + रजकीस्य 
र--र्‌ अ कोल्याय +-अः । ५. कोज्यास्य 


+ रअष्कोञ्यारेयं + `“. 


इख मे यदि अ८१तौदइसपरसे मी बहुत सान्तचलो का ज्ञानदो सकता 
हे जैसे यदि अ१ अभिन्नटदोतो 


८ कोज्याभ्य ताय _ _ (अ 


र-र्अकील्याय+अः १-अ 





भ 


क्योकि श्चेदियौ के सीमा के भीतर प्रत्येक पद के सान्तचर नध्र हो 
म | २अ' भ ४ 
जोयगे केवल टद { कोज्या अश्यताय यदह रह जायगा जिस का 


4 


॥ प 
। ~ यद होगा । 


० ९ ताय ट | श्यी यदि 
९५ || १ + यः १-रअकोल्यागय + अ स मे भी यदि 


मान सीमाकः भीतर 


44 
6 
चुः 


4. 


३०६ चरा श्िकटन 


मं सकलम दस्त नष्‌ मान्‌ ले भा त 


१ रअकोस्यागय २अकोठ्यापर्गय र 





-- | रेखा होग। 








९-अ॥१+य र्‌ +यः २4+य 


इस लिये सीमा के भीतर भ्रव्येक पदं सस्वन्धि चलो का सान २२८६ प्रक्रम कर (२) 
समीकरण से ठे आकर योग करने से अभीष्र सान्तचट का मानं 


-शं 
यर ~ ६ 
इ * ह 6 = नं यह होगा | 


। ९७३ 
२३५ ¡ इसी तरह | ४ 2116 २-र्अकोस्यागय ~+ अ) ह 
५ भैः 


= 'प्छा(१-अद्क ग ) २२६ ओर २२९ परक्रम की युक्ति से। 
२२६ । चख्नकलन के देद४्व परक्रम मे उपान्तिमि समीकरण जो 
उत्पन्न हआ हे उख मे य=र तुस्य मान पीछेसे यके स्थानमेगय का 
उत्थापन द्‌ देनेसे 


स्याग 
र द पकं ल्यागय + अनल्यारगय ~+ अजञ्यारेगय +~ .- 
~ ५ 
जह अ < ६। इस श्रेढी ओर २२७ प्रक्रम से 


० यल्यागयताय हि पए 
१९-र्थकोञ्यागय +य २(३-अ) 


यदिगके वरा से तात्कालिक सम्बन्ध निक्ाटो नो २२५ प्रकमसे भीय 
सिद्ध होता हे । 

२३७ यदि स = कोल्याय + \८^-र ज्याय तो फ(अ + स) यह यदि पेखा 
हो कि इसमे यदि रखेखर का सिद्धान्त रखगाया जाय तो भ्यभिचास्नदहो 

तो टेखर के सिद्धान्त से फ(अ~+स) + फ(अ^-स-) 





1 
= 1 फ(अ) + फ (अ) कोज्या + क (जणेकोज्यास्य + | 


1 


आर = 
१-रगकोल्याय+-ग 


= १ + रगकोज्याय + रगकोज्यारय + रग्कोज्यारेय + - - - 


स्वान्तचखानयन्‌ । २३०७ 


फ(अ + स) +फ(अ~+स-) 


१-रगकोस्याय+-ग ४ 


[व १ 
रव (सख्य | 


र ८ ध गः ।। „9 +: 20 
जहा ग < श 
दसी तरह दोनो फलो का अन्तर करने से 


(7 _फ(अ +स्‌) - फ(अ + ख - 
। १--रगकौस्याय + ग 





ताय 





7८१८-१ 
~ = 1 फ(अ + ग) ~ फ(अ) | 


ए धरः ९ -- गकोल्याय १ 

८० 1 कि 1) भ्यं 

†र | त ॥ फ(अ + स) ~+ फ(अ + स --) | ताय 
@ 


= { फ़(अ + ग) + फ़(अ) } ¶ 


२३८ इख तरह असम्भाव्य संख्या का भी उत्थापन देने से बहुत सान्तः 
चरो कामानञआजताहै\ जैसे 


स वा ८२] 
> इ ~ ` ताय = ५ यह जो २१२ थक्रम से सिद्ध हे दस मे 


यदि अ के स्थानें क गं इसका उत्थापनदें तो 
२ 
-गस्य्‌ः^/- १ 
1 ह द +> ताय = र । कोल्यागय-)८ -२ ज्यागव्यः! ताय 
४ | 
_ {० िल्यागष्यः -> (० उयागभ्यप्त तः 
= | कोञ्याग्यताय - \.८-र || ज्यागग्य"ताय = --* {त 16 
(| [ 
१ -- ^/- \^ 7 
र्ग \८२ 


यहं पर सम्भाव्य असम्माव्य को अङग अरग समान्‌ करने से 
| ^ कोज्यागस्यः ताय = 
[१ 


#14 
ओर । <्यागप्यस्ताय = --- 


(1 
रग\८२. 


००५० 


९ 


२०८ चद्टर{(रकटन । 


_ तार्‌ _ _ तार्‌ 
रगय र्ग “र ` 





दसी मे यदिगप्यः के स्थानमेंररखटेतो ताय = 
इस लिये 
॥ ० कोल्यार्तार | ०८-ज्यार्‌ तार्‌ =. „ण 
{८.२ १ 
त ४१ (क छ. =, 
इस तरह से हजारो सान्तचट वुद्धिमानो के बुद्धिबल से निकटे हप ह ओर 
निकर्ते जते है कटो तक ॒ लिख कर दिखलवें वुद्धिमानो के लियं इतना द 
वहत हे । इस पुस्तक्र के लिखने से मेरा यही तात्पय॑ है कि चरराशि सम्बन्धि 
प्रायः सत्र विषर्या से थोडा वहत विद्याधथियो का परिचय हा जाय । 
। तष =, | र ॥ 
२९ २९। "~" ~~~ = चप) । ( ध १-गस्याध ताध 
२९ 1 (7्ल-मण््यह्यं (गप) ध क, २ ) 
प 9 
= दुर (गष) ओर 
ताष 
(१ + अलज्यापर)\८ (१-गज्याष) 
ग <-१९तो यदि 
देः(गः,ष) + दे(गःषर) = देः(गद्रः) जहा इ‹ पक स्थिराङ्क दै तो 


= दे.(ग,अ,प) णेखा मान लो जहां 


कोञ्याच कोज्याप्र-ज्याषल्याषः\.८ (१-ग्या'इ.) = कोज्याद, एसा होगा । 
इस को सिद्ध करनेके लिये मानो किष ओर प, ये दोनो नये चरराशि के 
फरदहैतो दिये इए समीकरण का नये चररारि के वरा तात्कालिक सम्बन्ध 


निकालने से 
प त तपि ध (0 तपः 
\८ (₹-ग ज्या ष) तार ~^+^(९-गस्याष,) तार 





=०--- (१) 
ध ॥ सो [पे षि ताध भ 
कल्पना कयोकिय्ण्सा हे जिससे ५८ (९-ग'स्याप) 


( घ 
तो (१) समीकरण से तारं = ~ \८(१ ~ गस्याश्षः) 


दोनौ का वगे कर तात्कालिक सम्बन्ध निकाटने से 


ता र ष २... = ल्या 
तः = ~ ग ज्याप्रकोज्याष, तुरं = -- गज्यापरकोज्याप, 
हनके योगान्तर से 

ता(ष¬-षः) _.__ 


गः 
स ह (ज्यारष ¬+-ज्यारष, 


सार्तचदखनयन्‌ । २०९. 








यष्दि घ~+ष१= फि; गै ती 
ता = क ६ ४ 
ि ग ज्याफि न = -- गज्याफीकतोल्याप्ि 
तार छ 
„ ताफि तापी ताप 1 व 
आर्‌ ~--=---------~ = ॥ = -ग्‌ऊ स 
तार तार तार) {तार ~ ज्याक्तिज्याफने 
दरस ल्यये तापि ताशफी 
ताय ध तषट व 
तापि तारी कोस्पफ 9 ताफिताप्छे ` कोस्पफि 
तार तार तार तट 
टस लिये 
ता (~ ताफि ( तापी _ ता ५ 
ताः खा ~~, = तार खाज्याष्ी › तारं ला -तृह्ध ॥ = तठ कान्याप्क 





तापि ३ 
दस लिये खा <-> = लाञ्याफी + स्थिराङ्क 


तार 
दस द्ये - = आ-उ्याफी ] 
् ताप वि 
ओर इसी तरह ---- = का. ज्याफिः 
ता | 
जरह आ ओर का स्थिराङ्क दे। 
तापी __. ता 
टस कारण से आल्याफी (~ याफि -त्र 
चलानयन से, आकोज्यारी = काकोज्याफी + स्थिराङ्कु च-***" "“ " (२) 


ओर प्रथम सू समीकरण से स्प देख पड़ता हे कि यदि षः = ० तो 
श, अ 
दे (गष) = दे्गःदर) 
इस स्यि तव॒ षइ! ओौरफिन=फी =, 
(द) से (आ - का) कोज्या! = स्थि 
इस लिये आकोज्या(घ ~ ष.) = काकोज्या (घ + षः) + (आ-- का) कोज्याद्! 
अर (आका) कोज्याषकोञ्याषः + (जा + का) ज्याष ज्याः 


= (आ-का) कोज्याहूः ˆ“ ˆ“ “` (४) 
(२) मे = = ८८ १ ~ गल्याष्ष ) - ५८(श्-गल्या षर) दस का 
, ताफी ध: € २. -गःल्याः 
शाः कः ९,८(८१--गन्ज्याच्ष ) + ५८(१-ग^ज्याष९ ) इस का 
ड 


उत्थापन देने से ओर षः = ° माननेसे 


२३१० च रखरारिकलन | 


\^ (९-गस्याइ९)--१ = ¦ 
ओर ५८(१-- ग्या) + १ = काल्याद, 


--ग. ल्याद्‌ = 
५. 1 ज्या ) = आ+क, | - < = आ-क्रा 
उयईर 


1 
इसका उत्थापनं ८) मेदेनेसे 
कोज्याषकोल्यापर- ज्यापस्याषः\.८(१--गज्याडः) 


= कोल्याद्‌ः यदह सिद्ध हुआ 


1 
६। 
५ 
न) 
८! 
1 
विन 
भ 


२८० । २३९ प्रक्रम में जो सिद्धान्त उत्पन्न हुआ उसमे यदि समरोधन 
कृर वगं कर डाखो तो 
(कोञ्यापकोस्याप{--कोनल्याद)' = (१-ग ल्या दणेल्याःपल्यावः 
इस लिये 
कोञ्याप्परकोल्यापः--रकोज्याङईःकोस्यापरकोञ्यापः + कोञ्याः इ! 
= ज्या षस्याघ.--गज्याष्डज्या्पज्या्प, ओर ज्या + कोज्यास्प = १ 
इस लिये 
ज्या - ज्याश्ज्या'षः + कोञ्या'घ + कोज्या घकोस्याघः 
-- रकोज्याईःकोस्याषकोज्याष, + कोल्या दः 
= ज्याषकोल्याष्! + कोलज्यास्पकोञ्याष्प, + कोल्या्ध 
-- रकोज्यादकोस्याषकोञ्याप्र, + कोस्या दः 
= कोल्या्ष + कोन्या्य, + कोञ्या'इ, ~ रकोस्याङकोज्याप्कोज्याध, 
= १ - गज्याटश्ल्यापल्या प, 
कोञ्यापकोल्याद्‌, जोड कर पक्चान्तयानयन करने से 
(कोल्याष ~ कोज्यापकोज्याई) 
= १ ~ कोज्या, - कोज्या! + कोज्याष्परःकोल्याष्ट, 
-- ग ज्या इश््याषन्याषः 
= ज्या षण्ज्या इ! ( १ - गज्याष्च ) 
इस लिये कोज्या = कोञ्याष्कोज्यार्‌, + ज्याप.स्याईइः-८८ ९ - गशञ्यास्ष ) 
यहा पर धनात्मक मूल छिया हे क्योकि. जव ध = ° तो य्ह ष, = इ, 
२४९ दैः(गःष) इस का रूप गष के वदल्ने से इसी चाट काद जाता 


केवर स्थिराङ्कः गुणक अधिक हो जाता है जैसे यदि 


घ ~ र ट वन्द त्र \ 
स्प तद ल्य तोषः के वरा त।त्काप्टिक सम्बन्व निक्राटने से 








स{न्तिचदयारयन | २९१ 


९ _ ताप _ २८६+गकोञ्य 
कोोज्याष तापः (ग + कोल्यारष.) 





न्म्ि वापर _ २(१ + गकरोल्यारप्य) 
दस (ट नः -पगकल्यस्व म 
ताध १ + रगकोल्यारष,+गः 


[ गल्यारख 

ओर १९- गज्याप ~ १-- ------=------ः 
९ “ ९ १ + रगकोल्यारष.,+-ग 

२ + रगकोजञ्यारष, + गकोल्याःरषः 


9 


९ + रगक्छोल्यारषः + ग 
(4. ताष 
टस ष्ट्यं 


+/(१-ग ज्याच) 
२(१९ + गकोस्यारषः) _ , ८(१ + रगकोञ्यारष, + ग) त 
१ + गगकोल्यारष्ण+ग + गकोज्यारष ॥ 


न | ताप, _ २| ताष, 
५८ (९ + सगकोज्यारपः + ग) -/ \८ (१ + रग -छगन्या षर + ग) 
ए तष्‌ः 


~ 
२4ग. \८ { १ द्नोरच्या धः 


यरा पर कोई स्थिराङ्कः जोडने की आवदयकता नहीं हे क्योकि यदि ष = 
ती प्र =-= © होता हे | 


क भर 4 दग्‌ 
अव ऊपर के यदि गः= [हूर तो 


३ य्‌ १९ 
दे (ग, ष) = षः; दे (गः, षर) 
यय पसा माना है इस पर से सिद्ध कर सकते 
ग + कोल्यारषः € इ ५8 सन्द 
हो किंग स्याष = ञ्या (रष, -ष) 


पहर जो स्पप = 








छग „ गः © 
=. व्‌ २ -- १ 
अ ज ५। १ ( र 9४ ¶। ) न्‌ | 1, गः त्र ( १ न ग) 


परन्तु ग < १ इस लिये 27 ग(१+ग)ः ओर गः 7 गः. . गग 
इस ल्य ग से गर बड़ा उहसा | 


इस मे यदि षः== तो ष=ण्डसलिये 





दै१(ग,प) = नवव दे१(गः, २) = दै (ग, ₹)-*“ 


२३९२ चरुराङशिकटन । 

हेः (ग.च) इसमे ग को मध्यस्थ, ओर पको अग्रांश कहते ह ओर दै! (गप) 
= ० यदि ष=० ओर यदि पर= तो पूर्णचल का मानदः (ग,) यह हे। 
इस लिये 2 को पूण अग्रांरा कहते ह । 

यदि ७७ चे पकम के साथ तुलना कते तो जान पड्गा कि दैः (गष) यह 

कय छनि ¢ क 

छघुभ्यासाथ् से चाप की गणना करे तो दीधैतृत्त के चापको भकादया करता हे 
स भि ५९ एय्‌ ~ भ. ० प, 
ओर आगे के परक्रपो से जान पड्गाकिदेष (ग, प), दः (गप, भोर दः (अ, ग; प,) 
इन तीनो सै परस्पर सस्वन्थदहै इस ल्य इन तीनौको क्रपसे प्रथम, दितीय 
ओर ततीय दै्वत्तीय चरु कहते दे । 

यद्यपि इन तीनो के दीक ठीक मान नहीं निकरते तथापि इन के अघ्यक्त 
मान के सम्बन्ध से अनेक सिद्धान्त उत्पन्न होते ह । इन के सिद्धान्तो पर वुद्धि- 
मानों ने अलग पक खतच्न दैधेचरत्तीयचल के नाम सखे पुस्तक दी वना डाली दै। 
अभीं सम्‌ १८७३ ‡० मे लिअ (1310६) ओर वौक्ेट (३०५५।५९६) ने इसी 
विषय के पुस्तक का एक बड़ा मारी प्रथम खण्ड पकार किया हे । 

तीसरे दैवत्तीयचर मं जो अ, एक ओर थिाङ्क है उसे परिमिति क्ते है 
ओर सर्वत्र ग सव॑दा ९ से कम माना गया दे। 

२२। इस परक्रम मे एक सिद्धान्त दिखखाते ह जो प्रथम ओर द्वितीय दै- 

षत 

बरत्तीयचलक के सम्बन्ध से उत्पन्न होता हे। 

२३९ प्रक्रम मे सिद्ध हुआ हे कि यदि दैः (ग.प) +दैः (गप) 

ष 

= दे (ग, ३) तो 

कोस्यापकोज्याप, ~ स्यापस्यापः ५८१ - गज्याइ?) = कोस्या३, 

अब दिखटखाते द कि 
यदि कोज्यापकोज्याष, ~ ज्यापज्यापः\८ (₹-गञ्या्‌ = कोज्या, 

(९ च + क 

तो देर (गष) + देर (गःषए)-देर (गद) 
= गसल्यापघ ज्याप, ज्याई, फसा होगा । 

यहो दिये हण समीकरण के धमै से स्पष्र हेकि पर्य ष का को 
फट दोगा 

{५ ~ (8 (द 
इस लिये मानो कि, देर (गप) +- दर (ग,षः) ~ दैर(ग,इ९ = फ(ष) 

इसका तात्कालिक सम्बन्ध निकाटने से 


फ(ष) = (९ - ग्या) + ~“ (१ ~ गल्या षर) ५ 


ताव 


सखान्तदचलखानयन । ३२२२ 


_ कोज्या ~ कोज्यापकोज्यादरः 
उवाः स्यारदर 


कोट पाध, - कोल्यापकोज्याई्‌! तापः 


४ स 
उयाप्ल्या ता (२४० धक्रम सं, 


६१ 


त प 
= ८ { याप + स्याव! + २ कोज्यापरकोज्याष्कोज्याई२ } 


| 





उद्र वाधर रमाद्‌ 
परन्त ज्याप्प + ज्या, + स्कोज्यापकोल्यापः कल्याद्‌? 
= २ + कल्या + गस्या्पस्या'्प, ज्या १ (२४० ही पकम से) 


ता (ज्यापषल्यापर) 
ताप 


इसटित्े पफः(प) = गभ्ञ्याष्‌ः 

इस लिये चखानयन सं 

फ(घ) = ग उ्याई१ ज्याप्ञ्याषः 

स्थिराङ्कः जने की कुछ आवद्यकता नहीं हे क्योकि जव धच° ते 
फ(ष) = ° इस दियं 

दे (गप) + दैर(गःवर) - दे (गइ) = फ(ष) = ग उप्राषञ्यापर ज्याः 

इस मे यदि इ! = ‡ तो फ(घ) = ग ज्याणल्याषःः 
ओर दिये हण सपरीकरर्ण का रूप 

कोड्धापकोऽ्याप, ~ स्याषज्यापः ८^(९ - ग ज्या इ) 
= कोस्यापकोल्याष, ~ ज्यापरल्याध्‌ \८(२ ~ ग) = कोज्या = ° 

यह दीक प्यागननी (48112107) के सिद्धान्त के समान फर को दिखलाता 
हः क्योकि ८५ प्रक्रम के (१) उदाहरण के अन्तमेज) 

इव्यय" ~ अ(यः + य॑) + अ" = ० यदह समीकरण इत्यन्न इञा है इस मे 
ययकाजो मसे वा ---भकोष्याष ~ 

7 - इच्ज्या च) \८ (१ - इज्या ष) 
मानम्पनयखोतो 
इम्कोज्याग्षकोञ्याश्यं - कोल्याष्प(१ - इ्ज्याच) - कोर्याष(१ - इज्या) 
+ (१ ~ इ्ज्या्प) (१ ~ दज्याश्र) =° 
२५ 


३९४ खट ग{राकटन ) 


£ २ २ २ ( विन ठम्‌ 6 2 
अथोत्‌ इ“ज्याप्यज्यात्वं + इ (१ - ज्याच - व्याव ~ ज्याय ज्याच) +ज्याप 
२ ॥ 
+ उ्या्धं = ° अथौत्‌ 


| 2 


३१६ ~ १) ज्याष्पस्यात्पं + (2 - > (२ - ज्याच - च्या) =° 
(इः - ९) काभागदेदनेसे 
| > ए 
ट्ज्याप्य ज्याच्च + १ - उ्याप्य ~ उय्राप्वं = ० 
दसं एर से रूपान्तर करने से 
| स 
कोञ्याक्रोरपापः = स्यावल्यापं ^ १ टर 


५ > 1 
क{ञ्ग्रय 
अथवा, ञ्याप = ------ 
१-इब्‌ ज्प्राप्र 
गै ज्याष्च॑ कोज्याप 
ओर ज्यां = 


१-इल्याय 
दस प्रकार से प्रथम ओर दितीय दैर्घत्रत्तीधचट के सम्थन्ध स सैकड़ों 
सिद्धान्त वन जते हे । 


ता 
२० दै, (अ, ग, प) = | -[द्पम्स्वत्यो नस्तं 


दै(ग.प) ५ ( ) 
१4 अज्या ॥ देः (गण्य) ता ९ + अस्या 
( 


दस प्रकार से खण्डचलानयन कौ रीनिसजे द्‌ (ञ्‌, गः प) का स्वरूप 


परस्पर सम्बन्य ह। 


टेजेण्ड्‌ ( [02 ८०९. ) ने पहर द दैर्घव्रत्तीय चली के सान जानने दे चिरे 

च, त ७9 न ९ ~ क क ५ ष 

एक सारणी बनाई है ओर उसमें स्वस्पान्तर से तीस का मान जानने के ययि मी 
[ 


विधि च्ल दहे! सारणी वनाने का मू प्रकार ३ऽप्रक्रम का (५) वों 
उदाहरण हे । 


२२ यदि फ(य) किसी खेतमे एक तरफ के ऊउडिकामानदहदोतोयके 
स्थानम अ, अच, अस्य, अस्व, .---य-+ (न - ९) च इनका उत्थापन 
देनेसे उस खेत के भीतरः उसी तरप के फ(ञ), फ(य + च), (य + रच), , - - - . 
इत्यादि न ड्ध के प्रमाण होगे इस लिये, इन उंज्धि क्छ मध्यम यान लिसे उरई 
मे ओसखत बोखते है । 


सह््तिचदएनयन | २१५ 


॥। 


क) (क 


ए लीलावती भें 
रं 


[भ 


टश्च हए भास्कराय कै 'जणायत्वा 


(निना कि 6, 


श(निक!मत्या समामप्त इस व्रक्रर स। 


साध्यार्ण सैति से 
विस्तारं वहुषु स्थानेषु तद्युतिभो्या । 





कस्मा कसे कि क - अ = नच 


र 


इस (लय इड अण पत्य सालन 


प. 





वः --- अ 
कृट्पना कसे कि क - अ स्थिरः संख्या के पीतर अनन्त स्थानो केडडोका 
मध्यम मान जाननादहैतोन का प्रमाण अनन्त ओौरच कां मान दन्य से जायगा 
, क्र 
४ ॥ क फ(य) ताय 
केसी ददापयेर्वा४०्वं पकप न 
। क-अ 
यह होगा च््याङ्ि आसत में नको वहाते ज्ञाते है उत्तनादी 





असत सुक्ष्म होता चदा जाता हे । 
इस च्यियकेथ,क कै भीतरके मानो मे यदि पय) का मध्यम मानं 


[क्र प प ख ताय 9१ 
निकाल्ना हो तो -श(वनताय इसका अ,क सीमा को मीतर सान्तचख 
रे आवो । 

जञेसे सिसी ने प्रन किया कि जिस वृत्त का व्यासाद्धंग हे उस्तके परिधि पर 


( 


णक स्थिर विन्दु मान कर वँ से बृत्तान्तगंत प्रस्येक विम्दुओंकी दूरी जो होगी 
उनका मध्यम मान क्या होगा। 


यँ यदि चत्त के फ कान तुदथ विभाग कर डे जरो न= ० तो स्पष्टे 
कि हर एक विमाग विन्द॒ रूप होगे इसलिये प्रति विभागो कौ दूरी स्थिर विन्दु से 
क्रमसे श्रुत श्रुरश्रुर ` -श्चुन येद्यैतोदन कामध्यम मान र (धु + शुर +"* +श्युन) 
यह दोगा । 
इसमे अंदाहरकोश्रु^ष^श्रुसेगुणदेनेसे 

1 धुर + श्रु" * ° , + शुन | ध 
नश्रु८^ष^ श्रु | 

यहो १२५ वे प्रकम से श्रु^प^श्रु यह श्ये्रफरं के अत्यद्प विभाग का मान 

होगा यदि, ^^प,^रश्ु ताप, ताशरु अर्थात्‌ शूस्य के तुर्य हो जायं । 
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सान्तचखानयन । २२९१ 

इस सारणी मे (४) उ्वाौधर कोष्ठ मे "०१ वृद्धिसेय के मान १.०० तक 
खिखि द । दृखरे मे उनके वदा से रगा (१+य) का मान १० आधारम १२ 
दरामलव स्थानो तक लिखा हे गा(१+य) का मानय के०,१केमीतरसरूपसेद्प 
होता है इस लिये इस को मे ठघुरिक्छथ के मानमे पूर्णाङ्कको छोड दिया दहे 
पूणीङ स्वज अपने मन से--९ वा इस मै १० जोड़ कर ९ समश्च ठेना चाद्ये । 


प्रायः ९ पूणोङ् ही ग्रहण करना उत्तम है जैसा कि ्रिकोणमिति फडके खधु- 
रिक्थ मे किया जाता है। 


तीखरे को मे एक दशमख्व स्थान वद्धित संख्यां के छघुरिकू्थो के अन्तर 
के अन्तिम अङ्क है । जैसे य = "२२ के सामने इस मै जो संस्या- १९४५ ३५७ ८४९१ 


~ ~ (~ 


हे इखसे समश्ना चाष्िये कि छागा (१.२२९१)-लागा(९.२२०) 
= -- "००० १९४ २७७ ८८९ | 


चोधे ओर पोचवं कोष मे जहां तीन ददामट्व स्थान से अधिक स्थान यमे 
हौ व्यँ का खागा(१+य) सक्षम छे आने के लिये दसस ओर तीखरा अन्तर 
छिखा हे (चलनकटन का ८५--८६ प्रक्रम देखो) इसमे भी आदि के ददामख्व 
जोकि ० है छोड़ दिये गये दह}! स्व॑र वार ओर इतने रदुल्य रख द्रामलव का 
चिद्व रखो जिस मे १२ दरामख्व स्थानदो । छध्वं कोम तीसरे दशमलव 
स्थानके १ सेखेकर र तक के मानम लघुरिक्‌थ जानने के ट्य क्रम से तीसरे 
अन्तर का अन्तिम अक है। जो तीसरे अन्तर के अन्तिम स्थानीय अङ्क के स्थान 
मे उत्थापन देने से सभो का तीसरा अन्तर बनाते है परन्तु यदि तीसरे अन्तर के 


क (~ ५ 


अन्तिम अङ्क का मान उसके किसी अङ्क से न्यून हो तो उपान्तिम अङ्क मे एक न्यून 
कर तव उसके आगे इसके उस अङ्क को रख कर तीसरा अन्तर बनाना जैसा कि 
७६८, ओर ४६९ मे हे जेसे लटागा(१.४६०), लागा(१.४६९), खागा (९.४६) - - ` 
लागा(१.७६९) इन का मान जानना दहो तो -७द के सामने काअङ्कलेनेसे 
२,४,२,२,०,१,२.८,८ ये हुए. इन का उत्थापन तीखरे अन्तर (३८५) के 
९६ 
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अन्तिम अङ्क के स्थानमे देनेसे ओर अन्त के दो अङ्कौ<, ८ के तीसरे 
अन्तर के अन्तिम अङ्क, ५ से बड़ा होने के कारण तीसरे अन्तर के उपान्तिम 
अङ्कु ८मे एककम कर दने से -४६९१, -७६२,--- ४६९. का तीसया अन्तर बना 
फिर इनका संस्कार वीजगणित की रीतिसरे धन करण के वश ४६० के दूसरे 
अन्तर में कर्ने से नवो का दसय अन्तर वन गया फिर इनका संस्कार ४६० के 
प्रथम अन्तरम करनेसे सभोका प्रथम अन्तर चन गया ओर अन्तम यके 
७६० मान में जो खागा(१+ य) है इसमे प्रथम अन्तर का संस्कार करने से सभो 
का टघुरिक्‌थ वन गया है। इन समोका करमर पूवेक न्याख उपरके चक्र में 
लिख दिया हे। इस पर से सव अन्तरो को छेक्रर चखनकलन के ८५-८द्‌ प्रक्रम 
से यदि गा(१५+य) के न्यूनतम मान का (जो कि २९१९१ प्रक्रमसे यके 
-छद१्द * - * - सान मे सिद्ध होता है) सुक्ष्म ख्घुरिक्थ ठे आवो वों 
९.. ९.५७२३२९.१७४३९२७० इतना आता हे । 


२७६ 1 द" य "ताय इस युखुर के दृसरे चछ मे थदि बड़ी सीमा = कं 


त॒स्य न हो किन्तु अके तुस्यहो तो खण्डचखानयन से 


१. 
६४ 


साल्तचलखनयन | 


(अ -य. न-? 
| ५9 1 
© 


ध = १- | < ध ख ~~ } 
` नं { न+! ल शलनं (न + ९)(न + २)(न + २) 


॥ ~य. _न्‌-१ य 
_  न-१.--अ { १ (न-?) (न-२)  (न-९) शः २) (न - ३) ॥ 


षि 


यदि अ<-१ ओरन वड भासी संख्याहोतो पटी श्रेदीका ओर यदि 


कि छ, 


न<-१सेओरञअ व्डाहोतो दूसरी श्रेढी का आसन्न मान जान सकते हो। 
९्सेनके छोटे होने मे दृखरी श्रेढी के सम पद्‌ ऋण ओर विधम पद्‌ सव 
धन होगे। 
०० _.~य_ न-~१ 2. लवं न~ ॥ ~~ ~~ 
अब ॥ दइ य ताय = ॥ इय" ताय+ 1 ट य“ =गा (न) 
| | ॥ 
~ य._ म-२१ ॥ मः ध 
स लिये ¢ ताय = गा(न) - 1 ~ इय ^ताय 
© ४। 


अ स । 
= गा(न) - दइ यः "या. .; (१) 
[५ 0 यृ मु # ५ 
यदि ॥ तायनइ य या ङ्परकी दूसरी श्रेदी के मान 
पर से मान खो तो इसका तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 


नपय. न~ न्‌ य न~? र, ५ 
द य (न-२) या+इ य या -इ ४. या 


"य म्‌-~१ ५ < 
इ य ` कामागदेदेने से ओर पक्चान्तरानयन से 


यया= {य-(न-१)}या-य . - - . . (२) 
समश्चो कि यया = (य-अर) या -य + कःया यह प्क (३) समीकरण इ । 


इसमं यदि याःकाभागदेदो ओर ~ = १ + = 


॥ 
ययाः-या 





। | अ 


२२७ खंटरक्िकटन । 
कल्पन करो कि ग! = क१- अ१, कर = ग, अर= -(अ१+९१) तो 


यया? = (य - अरोया९ - य ~+ कया यह टीक्‌ पिके ही समीकरण के फेसा 


~ > ₹ ग~ या ~ न ५ 
उत्पन्न हा, इसमे फिर -द्ोः = ११ ~~ फेला मान पूववत्‌ क्िया करे 


आ गोर मारकर अः; क; = गरः अ;=- (अ रि १) तो फिर । 


ययाः = (य - अः) या. - य +- क, याः देखा समीकरण चनेगा ¦ यौ वार बार 
क्रिया करने से । 
4 र 4 





या =-= = द 
४ ९ गृ्य 
९+ ग्य याः १+ गण्य" -------~- १----- 


९ + गय ` ध्या. ₹ + गन्य च्याः 


4 र 





ग्य: ग्य 

भ १५०. ग्य क ९५८ ग्य = 
२ + गय - "य ९ + १. व ऋ 
१ + गभ्य ध्या. 


इस रीतिसेया का मान एक वितत भिन्न रूपमे आता हे जिसका मान 
जगह बाते के ष्टिये सघत से | 


१९१ गश्य-: ग.य-* गश्य- 


क 
ख 


०४५ 


अव (३) मे यदि अरन्‌ -१-न५ ओर क(=-० तो यह टीक्‌ (२) 
समीकरण हो जायगा इस लिये अव जो गर, गर, इत्यादि पर से या का विततभिन्न 


च मै त मे यं ~य न~? 
केरूपमे मान आवेगा इसका उत्थापन (१) मे देने से ॥ य ` इस का 
मान ञा जायगा यदि अ,ःकः,ग को अः, क,, गः इत्यादि के मान जानने के 
स्यि साचा मानोतो 


ग = क! - अ९; कर = गर, अर= - (अ, + १) इन पर से 


र रर ^. ८ ९५ द्‌ ७ < रत्या 
अ| न्‌ -(न+१) न -(नः+र) नः -लनः+ट) नः -(नः+) इत्या 
क| ० -नः र १-न९ २ २-न१ ३ ६-न१ इत्या 
य्‌ । -नः १ ९-न!ः २ रनः ३ इन ४ इत्या. 


फिरगके मान पर से 


स{न्तचटखानयन | २२५५ 


0 य न -य नः 
| इ य ‹तायनइ य ----- 
् १-~ क्रः 
7 प 
९ ९ + इत्य० 


र २ नश्य र य“ (९- मः) य 
= ५ १-- १+ ९ १९4 इत्या० 
इस मे यदिय=अ ओर ञअ पक वङ्ी सल्यादहोतो बहत जद्द्‌ आसमान 


(ज्प्‌ । ~य भ क फ 
सक्षम आ जायगा शिर | ~ इ यप्ताव्र इसफे मान से (१) समीकरण से 
ध 


अ _-य. न ग अ 
द य ` ताय इसका भा आसन्नमान्‌ अआ जायगा । 


अव इतना दी कह कर इस अध्याय को समाप्त च्छसते दहं कि इस सखान्तयस्स 


नयन्‌ से अनेक चमत्कार प्रकार उत्पन्न होते दै दसी लिये गणितज्ञ लोग आज तक 
ङ्ख न कुछ विचार कस्तेद्ी चके जाते दै । इसमे प्रवेश होने के चिये जितना 
हमने दिखलाया हे उतना द्वी बहत हे | 


अभ्यास के लिये परन्‌ ) 
सिद्धकसयो कि 


‡ ज्याषताष _ ,- 
९। ॥ क 2२ - १ 


क(ञ्याष्‌ 
ल 
अ ताय 
= (न 
5 +य + -/(अ ¬+ य) ४ ८.५२. -१) 
५ ताय 4 । 
| व न््लवाकात्णर्वकाक्ष <~ (या नजन ७ ञ्‌ ग्‌ 
ओ | अ + रकय ~+ गय ९८ (अग-क ) याद्‌ अग. क 


4 ५ २५ 
७। ~य) 6 
| य ( अ ) ताय ३.७,१ १०१३ 
© ॥ 
१ । १ २१: 
१ व ° ताय = ~ 
4] | य (१-य ता ५.७.०९. १३.१७ 


1 18 ( 
ध स ~ ४ 
६। | २ ज्य -प्यकोस्यान-्यताय ----स- 
५ न(न + १) . . - (नमर) 








चटराङशिकदन 
ह य नताय _ २.४६ - ` ` (रन-र) १ 
(अ + कयः) ९ + २ ५. (व. 
^१ ( १ न ि | 
८ | खा क ताय = न्‌ 
[क 
९। अ ताय १ (ष 
न. तं न जथा = 
© (अ ~य ) ५ ॥ 
१०। 1 ००. _ ताय्‌ ____ ए 
< (य +अ) (य +कः) रयक(अ+क) 
० ताय शर 
4 र । || (4 -य्‌ः > र 
(१। 
119 
र र । # र = निनि श १ | 
[| 
4 | ॥ || र य॒" +य" ताय --- व नं ए ९४ 
यन+य-नं य ~ ` रनकौल्यावतं व 
(| 
अ -- 3 य त त्र ( ४ ६ भः > 
१९। || = द 8 (इ + इ~र) व कोञ्याकोज्यारु 
- इय ड्‌" काञ्याञअ + कोस्याक 
यदि भ +क्त 
१ ध । 1 न (इवय ~ ट्‌ 1) (दूकय ~ = ~) यै त <याक् 
ण्य + द्र णय कोउयाथ + कोञयाक 
यदि अ+ कः <~ 
यय कर्य ( र =) क्रो प 
व इः + इ २) कोन्याः 
१६। ` इन्व ङ्त्व कोञ्यायय ताय = इन रष्ील्यक द्‌ -ज 
यदि कृ < 
०० इर्य -- द -कय ॥ि ज्याकि 
१७। इत्य - द्त्वा कोज्याअयताय = इम + रकछीस्याक्पड्‌ज 
यदि क < ए 
१८ त उ्याअयताय = २ = 


दवदव इ“ + रकोञ्याक +द््‌-य 


सान्तचलखगयन | २.9 


~ ॐ 








3 ध 
ताय = (पकोस्पभष्प ~ ज्रः याद्‌ अर 


7८ टला(१ + उ्याञ कोञ्याय) 
२०। --------------- 


ठ दरसक्ा सान क्या होगा 


© 
०७ (अके वहा सरे तात्कालिक सम्बन्ध निकारो) 
० इ-गक्रोज्याप्रय स क 
|| दका मान वता उ० स्प -' (य) 
(| 
2 लार + अध्य 
२२। 1 -ला१+अय) 


ह ताय इसका क्या मान रोगा) 


उ० -ण ला(-+ 


(अके वदास तात्काटिक सम्बन्ध निकारो) 





< दूय ४ र 9 
२३। द्रःव-इ्‌-न्य यता र) 
सिद्ध कये कि 
२ यथ-१९~+य ता अः 
न खा (र 
२४। | क (स्प) 
(| 
+ ताय (19 २ 
4 र र य (व प 
२५५ | खा ( १ कोञ्याभ कोञ्याय ) क्त्यं = ( ) 
^ 
रद] (= यश्यायताय ण्ण ञ्य. 
१९+यः ४ कोल्या अग 
© ५९, 
५ (न द स= २५६ 
य'+-कयः+ क = कः 
(ने 
म्‌ 
२२८] | ९ नयस्न- इय ताय = १ 
९ 
प 
२९। 1 रे एरकोज्या (अस्पय) ताय = प्ट 
© 
छेष्यताय  _ 7 श 





न ॑ 
४ (अ+ कस्पय)ः » [ -द्गर्द † -सष्क | 


३२८ चरखयद्िकलन \ 
२९६ सिद्धकयो कि [1 \,८ (रस्परप) ताप 


खा { \^२-१९;, मानो कि स्प्यः 


न= स ॥ 


६ 3 व 
८ सिद्धकरोकि | (कोस्य) ताध = ~ | ₹+दखा {\८२+९} ] 
३३। सिद्ध करो कि कय इ ५ भ्य ताय = -~, यदिय= ० 


२६। यदि फ (य, = फ(क्भय) तौ सिद्ध कसे कि 


| ८० ताय श । 1 ९० ताय 
यफ(य,त) यफ(य,-२ ) 
© १ 
४ ् 
२५ सिद्ध कसे कि | <प्डूकोन्यप्कोऽयाप (उयाताप)घ = २ 


(डेमादवर ऊ सिद्धान्त से को्याष, कोल्यारष, इत्यादि के रूप में इसके मान 
तुस्य एकं श्रेढी वना कर चद्छानयन कसो) 


+त ५८ क गा ) 
२६ !एसद्ध कर क ॥ उ्या षताष २ -गा( क्ट) 








२७ सिद्ध करो कि गा(व्‌)गा(=‡+) = भल ~ गा(न) 
ञ्या-प्वकाञ्याः-ध्परताप गा(म)गा(न) 
[6 म मा ममम, व स 
३८। सिद्ध करो क| (अस्या + ककोञ्या घ)मन्न ४ स्य-केगा(म~+न) 
३९। सिद्ध कये क| गवक्रोञ्याकय-‹ताय 
गा(म) स 
= ~~ कञ्याम 1 स्प 
(क 1 } 
९ ग 
ओर | ` इ-भ्यञ्याकय यम ताय = - गाम) , याम {स्प 
६ (अ+ क) 


{ 
0 अ ग{{\म 
| इ-ग्ययन-प्ताय = -गाम) , 
ग 


समं अ=अ - क ^-र मान सस्माघ्य, असभ्माघ्य को वरावर करो) 


सान्तचखनयम्‌ | २२९. 





ध ध | ० ज्याय # ल्याः 
० {खद्दर कसे [क | ~~~---~~ = | 1 त 
॥ ३ य्‌ ञ्ज य्‌ 
[| 
~ [क्व ` (9, 1१। >| ७ म्‌ र 
५२ {सिद्ध करो च्छ ॥ कोज्याकय यन तय - गा ॥ कणज्यार 


98 ग्‌ प 
|| उयाकय यन! ताय = या ज्या = 


म 
© 


[+ [+ 0 तिऽ 
४२ सिद्ध करो कि 1 स ~~ 


_ १९ (=© यताय क? ष 
गा(न) ~ कः+ यः गा(नोर्कोञ्या च्य 





1 ० _ज्याकलतार _ क" 7 
ख गा(न) रज्यानुर 


{~ [३ । = अ 8 
४३। सिद्ध करो कि | ~ इ रुःतार-- 4८7 
© 
ञं २ 


खः 
७६। सिद्ध करो क| ^ (इयः दइ यर )ताय = (क-अ)\,८ 7८ 
| *। 


~ [कद्‌ 0 वः ॐ ~ नः 
४५। सिद्ध करो क| क सनकजयाकय्‌ + नतव _ त 
© 
यदिन <-१ 
१ + रनकोस्याथय + न 


९ + रनकोल्याक्य +नः य यद कम से 


(~ = (~ ॥9.9। 
८६ 1{सद्धकरा कि | ट्छ 
५ 


र ला(१+ नौला, स्खा(९+ =) खा इसके तुस्य होगा 
यदि नरन ८2१ 
(फ़खानी का सिद्धान्त देखो) 


७७} सिद्ध करो भ खा(य+--) = १खा(२) 


९५य्‌ 


(य = स्पष पेखा मान कर आगे क्रिया करो) 
--अय्‌ _-वय्‌ २ { ख र्ञ्‌ # 0 
[कप ५ द दू ब 
४८ सिद्ध करो कि =  ---- | ताय = छा (रब) -(क 
„ & 





(अ + कौवज)कः) 


[५ 


२३३०  चरुसयदहदिकखन । 


द ~ ~ “2 यम ~य ताय म 
<९,। स न. 
९। {सिद्ध कयो कि | रः त खात 


( खाय = र मान दृखया रूप वना कर पुखानी का सिद्धान्त कगावो ) वा 


दि ४ २ ॐ --१ ८५1 करो 
गुण चखानयनं य `: ताय ताअ इसका कसे) 





५०} {सिद्ध करो कि | { ५८ (स्पष) +\८ (कोस्पष) } वाष = इइं 


न्द स्पनघ 
रो क्ति = 
५९। सिद्ध करो 1 || कोठ्या + कञ्याष 
७ 7८ र 
 २कोस्यार्‌ नप र्त १4न 
अ =: कृ २ 
यदि न < 


५ {~ ~~ 
५२ सिद्ध करो कि | १ | ताय = - 


(इयम काञंडाहर्मे भाग देकर टघुरिक्‌थ की ध्रेदी से क्रिया कसे) 


५२ सिद्धकरो कि > ताय = 7 
२-१ म- 
4९८ | सिद्ध कये कि 1 ९ 1 रतन ताय 
© 
_ गा(द्)गा(म) १ 


गा(द+म) कन्(क+ग)द 


४६ ए ञ्यान- ष ताप 
५५ [सिद्ध करो क | ------------<-----=--- 
“५ सिद्ध कपे {३ (उ ककौ्ययरन 
(च । 


_ {गा(2); (व 
गा(न) (अकः) 


य-‹ताय 1 


५६। सिद्ध करोकिन | ॥  (श-यनोर ` स = 
5 तं 


५७} सिद्ध करो कि 


५ # यन ताय न [4 9 
(दग (१ + गय) (१-य)क + (श्येनं 


खान्तचटख[चियन । २२९१ 


ज्या अयस्या गय 


क्‌ द्‌ >, 
५८} सिद्ध करो कि 1 न 


ताय इस क्रा मानं अ, अर्‌ ए 


केव्रासे °वा ¬ > अथवा 1 2 दोगा। 
र्‌ 
[क्‌ [+ ॥४, --(यः न 0) ~: ८: - “९ अद 
५९ सिदध कयो कि | ट्‌ य“ ~ ताय = \८क ५ 
(| 

६०] सिद्ध करो किं 

< अ कोज्याष ~ अः 
र >, + यर) कोल्या { (य+ यर) ज्याष } ताय 
(च 


(--- -रअको घ 
न कोज्या { रञन्याष+ष्‌ } 


मोर | -( यः+ >) कोज्याष.- 


या { (य+ त ) स्याष ¦ ताय 


= ^/-7 _-ग्यकोञ्याष 
॥ ज्या ( रअन्याष +) 


(५९्वं प्रश्चमे क के स्थान मे कोल्याषर + उयाष,८- र का उत्थापन दे कर 
सम्भाव्य ओर असम्भाव्य को अङ्ग अङग बरावर करे ) 


[#३ (~ 0 --यः नङ ग्‌ ~र 
६९। सिद्ध करो क| (रय) कोज्या गय ताय प ०, 


य यः 


६२ सिद्ध कये कि १- ६ स सदष्टं ~ 


ह 
= > | ˆ कोज्या ( यस्यार) तार 
(५ 


ध्र र श्र 
६३ सिद्धकरो कि | | यायज्या ` (ज्याय ज्यार) ताय तार = २(२-१ 


~ (4 र गा(न +~ ९) कोञ्या (२५) 
६७। सिद्ध करो कि कोज्या (कषय न ) ताय = -- दन 
© 


~ १ खाय ताय 7 
त्व्‌ 0 भि तिति | 
६५। सिद्ध करो कि क ध 


दद सिद्धं कते कि ॥ ९ _ ताय (खाय) _ 
॥ १-- य्‌ 
= 


६६२ सअखरहिष्दटन ) 
(4 र 
= [रन-९ (१५ -द्श्न + -द्ला +" ` 


2} सिद्ध करो कि | र 
४ \८ (रअय-य)\.८ (अ. य) 


= सै दैऽ(ग, ‡), जहो ग = ‡ 


{ २५ प्रक्रम का (३) ओर ३७ प्रक्रम का (४) उदहस्ण देखो ¦ 


ष्य 


६८। जिस वक्र का अशीय समीकरण श्रु = गच्याष कोज्याप यह हे उसमें 


प-० रषः के वीचमे श्रति का मध्यम मान निकाले । ठ 


| 


द९। सिद्ध कये कि 

रज ९ क रक 
ताय = व ९ 

॥ + १ ध 


२ 
० नय र 








७०} सिद्ध करो 


-१ -! १६ - 

0 न यय स्य स्यः स्य खय 
यतय = ख्य + ~ - -.--- ---~ 

| ` ९५१ १ श~ द द 





ह 


७९। पचस अंगु आधार पर जो वगौकार एक रूमार थी उसके बीच भें 
एक किनारे से दुसरे किनारे तक एक कङ्क ने एक रेडी खाट रोरानाई खे चासी 
करदी। धारी के प्रतिविन्दु से सामने के भुज पर क्व डाखतो खञ्च का मान 
६५८य ठहरा तौ लम्बौ के मध्यम मान तुष्य र्स्वमे यका कया मान होगा। 
एक कोने से रञ्च मू का अन्तर य ह| ॐ० य = १११ अंशुख 


शति नवमाध्याय । 


तिश्ितं पकीणक । ३६३ 


अथ दकरामल््वति | 


~ 


मिध्ित प्रक्छैणंक्र | 


(क 


२९७ ६३ चे प्रक्रम के अन्तम सिद्धदहो चुकादहेकि यदि सीमा स्थिराङ्ख 
इ घु # । ¢ ४२ 
(ते {| ॥ फ़(य्‌,र) तारताय = ॥ | फ़(य,र) तायतार 
ट| णी ५ | 


9 क 


परन्तु यदि इन सीमाओमेसे कोईदो चदो जेसाकि देवें प्रक्रममं 
दिखलाया है तद कैसे कम को बदर कर चखानयनं करना इसके लिये एक उदा- 
हरण दिखलाते ह 


९८ <] २. ् ् ~ 
। [ ८ (अ -य ) फः (य,र) तार ताय इसमे कम को वददने की इच्छा 
© (| 


हे । अत्‌ जरह ण्डे रके वहा खे चखानयन किया गया दहे वर्ह पषटेय के 
वश से किया चादते हैँ । 

यहाँ यदि विचासेवो रकी सीमा ° ओर '.८( अ~यः) है इसलिये कृष 
सकते हो कि जिस चन्त का केन्द्र मूढ स्थान ओर व्याखाद्धे अ है उसके परिधिः 
चतुर्था के प्रतिविन्दु तकर के मान मे परे चङ निकाल गया हे पिर र अक्ष 
ओर वृत्त के योग चिन्दुसेखेकरय के अ तुल्य मानमें चल का सान खाया गया 
हे । इसलिये यदि ॐ = फ(य,र) यदह एक घनपृषठ का समीकरण कस्पना करे तो 
उपर का द्विगुण चर १७८ वे प्रक्रम से एक घनक्षे्र के उसं खण्ड के घनपफ के 
खमान है जो इस वृद्व पाद के प्रतिविन्दुसे रम्ब खड़ा कण्ने से रम्वाग्रो के 
मीतर है ! दसखिरे यदि अवक्रम वदखना चाष्ैतो बृत्तपाद्‌ के भीतर प्रे य 
क्री सीमा ° ओर \८(अ-र) होगी फिर र की सीमा ० ओर अ होगी इसखिये) 
# फ(यःर) तारताय = 1 अ (\/ (अ र) फे (यर ) तायतार 
१ (९ © € 
एसा होना । 


करस बदलने से क्य! अभिप्राय के समद्यने के दिये केवर ऊपर उदा- 
हरण दिल्या गया हे इसके लिये कोई विधि नदीं है उदाहरण के वरा बुद्धि- 
म 


र 
कृरेदे {2 
मानो को चाहिये कि कम बदलने मे सीमभका ज्ञानं करं। 


हे 
से 


य 


२४८} उपर फे विष्य का एक ओर उदाहरण दिखलखते है । 


३२४ चटखसरिकटन । 


> 7 | ^ फ( य,रुल ) ताक तार ताय इसमे रम को वदकना है । 
७ 9 "9 
यां सीमा के देखने से वोध होता है कि एक सूची के सीमाभो के भीतर 
चलखानयन किया गया है जिसक्रे सीमां के धरातल काकमसेरु=०, कर 
र=य, यअ, ये समीकरण ह| 
इसलिये कम वदख्ने से 
(ज | 
|| #॥ || भ [र फ(य,र,रु)तारतायतार 
© ग । 


© 


अ (र (अ 
| | | फ(य,र+रु)तायतालनार 
७ 59 र 


। & {अ न फ़(य,र,+रु) तयतारताख 
© लख र्‌ 


+ | र १२ फ(य,र,ख) तारतारतध्य 
1 [| ल 


[अ || ५ + फ(य,र,रु) तारतायताख 
(५। [य] [य 


ये पाच भेद्‌ होगे । इन पचो से वही चर आवेगा जो किं दिये इण फल का 
@<. |) मे र क र 
चख होगा । यदि फ(य,रःक) के स्थानम १रखलो तो छ पर से ~ यदी मान 


प्रतीति के योग्य आ जायगा । 


(१ ॥ 


२७९। ^^ शातार्ताय इसको व ओर शा के रूप मे बदर देना है जह 
रा,य ओररकाफट दै ओर 

फ (यः,र,वःदा) = ०; फर्(य,+रःवाङा) = ०, ° च . - * . (१) 

यहा पर इतना समद खेना चाहिये कि .^./“ शातारताय इसमे र कै ज्ञात 
सीमा के भीतर चलानयन किया गयाहैजो सीपायेकियके फल दहै ओरय 
की सीमायें भी ज्ञात है ओर यह भी जानते है कि स्थिर ह; 

( १) इसके दोनो समीकरणो परसरे वकी उन्मिति जान उनके साभ्यसे 
स्पष्टे किर = फा(य,रा) (२) पेसा होगा! 

इस परसे तार = फा(यरा) तारा जँ फा(यर) य को स्थिर मान 
राके वश से फा(य,रा) का तात्कालिक सम्बन्ध है । 


(क 


मिश्रित प्रकीणेक । ` ३३५ 


र, ओर तार का यह जो मान आया है उसका उत्थापन .^ शातारमे देने 
से ./ˆ रा, फा (यश) तारा फेला होगा जहो राः यह चाके मानमे रका 
उत्थापन देनेसे दाका रूपान्तर हे । इसलिये पहर दिशुणचखानयन का रूप 
/^./^ चा, फा(यःर)ताडताय फेखा होगा जर्यो रके ज्ञात सीमां परसेराकी 
भी उचित सीमा (२) समीकरण से विदित हो जर्यैगी । | 


आमे अव समघ्चो कि उदाहरण के रूप के वश से जसा कि २७७-४८ यरक्रमौ 
मे दिखा आये ह .८^./ शा, फा (य.श) तारा ताय इसमे उचित सीमाभो के 
भीतर क्रम को बदर कर .^./^ रा? पष (यश) ताय तादा इसका मान जान 
~ ७ र (१ ७९ श = तम 
लिया अव चाहतेदहैकिय ओर तायको उडादं ओर उसके स्थानम व 
ताव आ जायं । 


(१) के समीकस्णो परसेर की दो उन्मिति जान कर उनके सास्यसेयका 
मानलखेआबवोतो स्पष्टहेकिय = फि(शःव)..- (३) दहयोगा फिर इसपर से 
ताय = रि (च,व) ताव, जहो फि(खःव) व के वरा से फि(रावं) का तात्कालिक 
सम्बन्ध है । 

द्विगुणचरु का जो .^.^ शा, फा.) तायताश यह रूपान्तर है इसमे यः 
ओर ताय के मान का उत्थापन देने से 

/^ ^" दौ पौ(य.रा) फि(राःव) ताव ताह जर्दशाःके मानमेयके मान 
का उत्थापन देनेसे रा आया है ओर फा(यशा)के मान मे य के स्थान मं 
फि(द्,च) का उत्थापन दे देना हे । 

यद्यं य की जानी इई सीमाओं पर से (३) समीकस्णके वखसेशकेसरूपमे 
व कीसीमा विदित हो जायगी । 


(१) से ओर चरुनकटन फे 


ताफर नार ॥ तापः ताव ध ताफः _ „, 
तार वाद ताव तारा तारा । 


ताफ> तार ,. ताफ३ _ताव्‌_ „ ताफर ~ ५ 
तार तादा ताव ताड ताश 


तफ तार तफर्‌ तफ? तार + तफर 

ततव ~ न्मिति से तार तर तार तार ताद तार 
ताद कौ उन्मिति से तपः = तर 
ताव ताव 

















२२ चटराडशिकलन । 


नाफ़९ ताफर  ताफ! ताफ 


१ ताश्च ताव ` ताव ताश्च 
इस सिये तारा फ(्यःश)= ताफ ताफ> तफ ताफर 


ताव्‌ तार्‌ तार तव्‌ 
तात्कालिक सस्वन्ध छने कं अनन्तरर ओर वके स्थानम उनका मानजो य 
ओरराकेरूपमेयापादै रख देना चाहेये। 


इसी तरह (१) से 


तफ, ताव ध ताङकर तार , तार 


ताय ताव्‌ तार तद्य ताव । 


ताः ताय , ताः तार , ताफः ह 
तात्र ताव लाः तवि तपि । 


१९ 
इस पर से त की उन्मिति जान कर 


ताफ! ताफर्‌ ताफ़! तफ, 
ताय ताव तार तार तव 


11 


(~~ | 


11 तान --- 
ताव ताफ१{ ताफर ताफ१ ताफः फि(रःव) 
तार ताय ताय तार 


इस लिये फा (यश) पि (शव) 


ताफ१ ताफः ताफ१ ताफ> 


तदा ताव तत्र तश 
(ति 1111 

तफ ताफ+ ताफ़! तफ 

तार्‌ ताय तायं तार्‌ 


दन सचका उत्थापन दने से। 


९ ताप _ ताक तामः 


ताद्य तावं ताव तार 
8 रातार्ताय || रा -- क. क तल तक वावताश (8) 





स ८ 


तार ताय ताय तार 
यहो भी तात्कालिक सम्बन्य छेन के अनन्तर य ओर रके भान का उत्थापन 
दे देना चाद्ये जोकिव ओरशरके रूपमे आपे रशा के मानमै भीय, र 
के इन्हीं मानो का स्त्थापनदेदडो। 
यदि (१) समीकरस्णका रूप 


फ(यःरुच^रा) = य--फी (वख) = ०,र-फरीर(कःश्च) = ०, = फर(य,र,व,हा) .... (४) 
पसादो तो 


~ (~ 


मिधित परकीणेक । २३७ 


ताफःः ~ ६. ताऽ _ ०, ताफ़ञ = ०. ताफः 


1 


ताय ` तार ' ताय 
टस का उत्थापन (४) मेदेनेसे 


| |च तारताय = | | दा ( १ तापः _ ताफी, ताफीः ) तावताश् 


९; 


ताव ताद ताद्य ताव 

यद (५) वं सेय, ओररकेमानवओरराके रूपमे जो निकटेगे उनका 
उत्थापन दामेदे देना चाहिये, 

यदि (')चैसेय, ओरर के रूपमे फीभवःश) ओर फीर(वाश) का मान 
जानकर तात्कालिक समन्य निकाटो तो उपर का समीकरण नीचे लिखे समी 
करण के समान होगा । 


य तार र 
|| [शा तारताथ = | | रा ( न ) ताश ताव ` ` ` (६) 


ताव ताश ताश्च ताव 

यदि (१) समीकरण का रूप नीचे ल्खिकेपेलादो 

भ फुः९(यःर) = ०, रा- फुः(य,र) =© * + च~ * = * * = ऽ) 
तो ऊपर ही की युक्ति से | 


1 दा तावतारा _ __ शातावताद् 
ताफुश ताफु२ _ ताफुर ताफुः९ ताव ताञ्च _ ताव तार (८) 


ताय तर ताय तार्‌ तायतार्‌ तर ताय 


नये चख के यदि सीमा प्रसिद्ध दहो जार्यै तो (४), (६), ओर (<) वं से नये 
चट याशि के वासे द्विगुण च का मान सहजम सिद्ध दहो जायगा परन्तु 
/" का, पा (यद) ताश्च ताय पर से कम वदलने मे जरो कटिनता आ पडेगी 
वह पर ये सव वेकाम पड़ जार्थेगे । 


२५० ऊपर के परक्रम की व्याप्ति दिखखनि के च्वियेि कुछ उदाहरण 
दिखाते है । 


श /( ग~ ५ ४ ० = 
(१) 1 ॥ त रा तार ताय इसको वरा के वदरा से वद देने की इच्छा 


हे जह य+र=व, र= वडा) 
ऊपर कै प्रकममे जेसाटलिला दै वेसी सव क्रिया करने से 
रध <. तार युं 
र =-~-- ओर 
(| म -त् (१-दा) 
२१८ 


९8 
०१ 
६६ 


अटखराशिकदटयन | 


[५ गृ ~ (ज्य 
जव र=-० तवन = ० स्मर जवर-ग-य तव च = - इस लिये 
पहर र को चदर्ने से 
गृ-यु 


ग 
दा य(१ ~ रा) ` तात्र ताय णसा इञ्‌) 





दर द्विगुणचक का २8७ परक्रम के पेखा यदि स्वरूप विचायेतो म व्याक्ठाद्ध 
सेजो चत्त बनेगा उसके एक व्यासरखाको य अश्च यान ओर उसके एक्‌ अन्न 
से भुज गणनाकरेतोद्ाकां मान, उख कोणकी क्ोटिज्या होगी जो चत्त के 
कोर्यग्र पर केन्द्र से गईरखा ओरय शक्रस उत्पचदोता हे। इसलिये एक 
वृत्तपाद के भीतरदाका साम्‌ न्ओर रके मीतर् होगा भओौरय की सीमा ० स्मरं 
ग (१-श) के भीतर होगी इसलिये यदि उपरके दिगुणचट मे क्रमको 
वदरं तो 
| 1 | १८५-२) शा, य( ९ - श ) ताथ ताश्च रेखा दग । 

© 


© 


अव इसमं दिये इण समीकरण से 


य = व(श-रा) ओर रइ = १-दा ओर जव य=०्तव व॒=-० ओर जव 


[र 


य =ग(१-रा) तवव=ग इसलिये उपर के द्विगुणनचरूका रूप 


र 1) | ॥ भ 
रा च ताव तारा फेसा दुभा । 
© # 


(२) „^. ख तार ताय इसकोश्चु, ओग्प के साथवदट देना दै जटां 
५, श्रकोज्याप, र = श्रुज्याप । 

यहां मान छो किश-प ओर वनश्रु दै तो २५९ प्रक्रम के (६) वें 
समीकरण से 


9 


ताय तार्‌ ताय तार्‌ 


----- ----- - -- .-~ = श्रकोल्याः ल्ग्व = 
तावं ताश्च ` ताश तव कोज्या + चुज्याचज श्नु 


इसलिये उपर के द्विगुण चल का रूप .^.८ शौ श्चुता्रुताषर फेला इया । 
इसे यदि विचासेतो १७८ वं प्रक्रप्रमेजो घनपटल जानने के लिये अक्चषीय समी- 
करण पर से प्रकार छिखा है उसीके समान दै)! सीमाभौ का विचार अवदय 
यहां पर कर लेना चाहिये जिसमे य ओररकेवशासे जो अवयव आये दौ वेही 
अवयव व ओरराके वदासेभी आ जार्यै । ` 


मिधित पकीणेक | २३२९ 
इसी में यदि दा = फ(अय + कर) तो ऊपर की युक्ति से वदर्ने पर द्विगुण 
चख का रूपं 
^^ प { ज श्र कोल्या(ष - अर) ¦ धर ताध्रताप पेखा होगा, 
जह्यां ज कोज्याअ, = अ ओर जज्याअ,= क) इसमे यदि ष-अऋन्पतो 
द्विगुण चङ क्छरूप 


1 


( श्रु कोऽ (६ क ४ 
| फूज श्चु कोञ्या य)श्ुताश् ताप, फिर इसमे मान खो कि 





| & 
शरुकोज्याष = य ओर श्रुज्याय = रतो इसका रूपान्तर 





। फ(ज य) तारं तायं स्सादोगा। 


/ 4 
. । ॥:1 


(एकः एक को स्थिर मान कर तात्कालिक सम्वम्य निकारो जेसा करि २४९ वें 
७9 [९ 
प्रक्रमम कटाहे) 


स्वर चिह्न को उड्ादेनेसे 
1 ॥ फ़: (अय + करतार ताय = [ [ स(जयोतार ताय 


जहो ज = .८^(अः + कप) ओर वायं पश्च की सीमाभो पर से उदाहरण के 
स्वरूप से दहने पक्ष मे सीमाभो का ज्ञान पायः दौ सक्ता हे। 


(३) १५२ चं प्रक्रम से किसी घनक्षे्र का पृष्ठफर सिद्ध है कि द्विगुण चख 
२ ध ४: 
म श तार तसा श्न मे 
स | [५८ ॥ ९ (र) + 8 ) {तार ताय रेखा दोगा इसे ताप, 
ताप, के वरा से वदर्ना हे जट 
ट = श्रुकोल्याप, य = श्वुज्यापकोत्याषः, र = श्ुस्यापञ्याषः 


पृष्टकेसमीकरणसे छ,य ओरर के रूप मे आजायगा इसखिपि टके 
स्थानमेय,र्काफटस्खदेनेसेस्पष्टटेकिष,ष,का कोद फट श्रु दोगा 
लिये पदे तार तायं वदख्ने के लिये २७९ वं प्रकस की युक्तिसे प्रहखेषरको 
फिरषको स्थिस्मानसख्ेनेसे 


-ताय = ता उयाप कोञ्याष, + श्रुकोज्यापकोज्याप, 
ताष ~ तष 

-ता व = ता ज्याष कोज्याप,-श्ुज्याप उ्थाषः 

तापः ताष 

तार _ ता 





अ | [ षु 2। | 
तवि ताष ॥ ॥ | < को ॥ । ५ 


२४० चट रारिंकटन । 





तार _ ताश्च शल्या 
प ज्याय ज्यापष, ~+ श्रुस्यापकासञ्याप 
न 1. 
21 
इस लिये काव तार _ त त~ = श्रुज्याय (श्रु कोर्याषर + 2 ञ्याप) 


ताप तापर तापः ताप 
इसलिये तार ताय को हटा कर उसके स्थान में 





श्ुज्यापघ्रु कोज्याष + तु ~.ज्याष) इसे रख दो । 


[प 


अव ९८ { ९1 ( र) ; इस्सके वदल्छने के दिये पक एक करो स्थिर 


मानने से यलटनकटन के ६६ च प्रक्रप से 
तार तड ताय ताटतार 


तपर तायताष तार ताप 
ता्‌ _ ताद वाय , तां तार 


| 


ताः ताच तार तार ताः 
3 तट 1 
भ त श्च | 


अर उग्र ~ श्ुल्यप्ि 
॥ ४ - याष ~ श्रुज्या 

ता] ताश्च 

[१ ट त्र 

तापः = -ताचर कवा 


अव इन पर से ~ का मानले भावो तो एक भिन्न होगा जिसका भंडा 


ताट तार तार तार 


[| 1. वा 1 र 


ताष ताष, तापर, ताप 


= | ता. कोज्याप्र - श्रु न्याप | | त ज्याय याप, + श्रुल्याप्र कोज्याषः, | 





तृ तार 
त. तष 
= ~~ श्चु तादु को<्यायच्छे [६ २ के 
= ~ श्रञ्याषः जत + श्रुज्यापकोऽयापकोज्याषः तं - शज्या कोज्याप, 
ताय तार ताय तार < 
ओर दर= तर व जिसका मान अभी अपरे आधये दे, 
ट्स तरह सें 
रुर "क ॥ ता र ४ 
क्षि: उ्यापकोज्याषकोञ्यांषः त शरुस्यापः रव शरुषञ्याषपकोल्याषः 
ताय 


्ुज्याषर ( श्रुकोञ्याप +उ्याप "4 ) 
दसी तरह से 


भिधित प्रकीणेक । २५९१ 


श्रकोल्यापः रपः + श्रज्याष कोञ्याच ल्याष, ~~ शरुषडयास्ल्यापं 





ताट _ । 
तर शुज्याप् ( शुकोज्याप + ज्याय -तु्ं } 
५२. तट ताख 
दसल््य ( र) 4 


याघ~+श्रः ( ८. )* + श्युज्याष ता ) 


श्र ज्या प (घकोञ्याय ~+ ज्याच )` 





इस लिये वदछे इए द्विगुणचल का रूप 
ता ताश 

|| [५८ | ध्र ज्याच + ( 2 )` + ज्या घ ( न )" | श्रुताप ताष 

पेखा इञा । 

यदी १५५ वें प्रक्रम मे मी छिख आये हे । 

२५१ इस प्रकार से द्वियुणचर्‌ का जो परिवत्तेन किया है उसे श्षेचरीति 
से मी दिखा सकते है । 
द्‌ 






0 


कस्पना कसे कि ^^ रा तार ताय यदह एक द्विगुण चर है जिसका मान 
आकागाधा सीमा फे भीतर जितने य, ओर र है उन सवके वदा से.निकाला गया 


२५५ चटगारिकन । 


हे। मानोकिय=फः (चा), स= फ. (कदा). -- (१) जराव भौर श नये 


(१) से कल्पना कये शि 

व = फान(यःर), शा = फार) "~ । (२) 
अच इसके पटे समीकरणमे यदिवके स्यानमे कोड स्थिराङ्र्वदैतो 
कह सकते डे कि यष्टण्क कोड वच्छ का समीकरण होगा इसयथिये नये नये 
स्थिरह्ध के स्खनेखे इस समीकरण से एकः वक्रा की श्रेदी उत्प होगी । सान 
खोक्रिवके स्थानमेष्क स्थिरादुःका र्खदेनेसे आपवगावक का समी. 
करण उत्पन्न हुआ । आपवगायहे णसा वक्र हुआ जिसके घ्रतिविन्दु पर 
फाः(य,र) यह पक स्थिरा करं तुख्य हागा । इसी पकार से समश्नाक्षिव के स्थान 
मे व+^ वके रखदेनेसे दसय थाममगाकव्क्रहुभा। इसी तग्हसे (१) में 
दूसरे समीकग्णसे समक्षोकि रासे ण्कक्क्रकापमघ्राओर दक स्थान 
रा+^^राकेरतदेनेसे दृसराकावभधघावत्र हुभा। अव मानोक्रिप विन्दु 
कामय, ओर कोटिर है जिनके वरासेचमम विन्दुधौ फे भुज कोटिको 
जानना हे | 


(60; | # 


न 


वत्र के समीकग्णसेस्पण्हेकि राके स्थानमेरा+^शाफे स्खदेनेसे 
व विन्दुके भरुज कोटि होगे । इसलिये यदि ^ राकां मान बहुत ही कछ्लोखा मानें 
तोवके रुज कोटि के मान (१) सेक्रमसे य +न ^ श, ओर र+ त 
गे । 


= 


दरखी तसर्ट व के स्थानमंव्र +^ वके स्खदृनेसेमके मुज कोटि के मान 
(६) से जौर ^ दको वहत ही छोटा मानने से य + त^व ओर र + १८५ब 
होगे, वक्ते स्थानमेव + ^ वओरश्यके स्थानमेरा+^^+राको रख देने 


नि | ता 
से मकै घज कोटिक्रमसेय + 7 ^ व + तुन ^शा भौर र + य८५च व, 


के होगे, | इन चारो विन्दुं के भुज कोटिके मानोसेस्पषरितादहै किये 
चारो विन्दु एक समानान्तर चतुभज के कोनो पर क्रमसे स्थित है जो चतुर्भुज 
अत्यन्त छोटी दशा में वक्र चापीय चतुर्युज हो जायगा र उसका फड यदि 
कोणीय सुज; कोटिके वरासेले वोतो 


मिभधित प्रकीणंकः। २४३ 


ताय तार्‌ ताय नार 
ल (न नाद तादा न त) ^ रा ^ वयह होगा, 


दस दिये .^ / रा तारः ताय इसके स्थान मे 


2 


ताज ताय ~ नउ नाव) ताश ताव पेखा रख सकते है जेखा कि 





(ˆ (नाय तार ताय त।र 
| दाा( = ञ्‌ 





२५९. वं परक्रम के (६) वे समीकरणम्‌ हे 

इसमे उदाहरण के स्वरूप के वशा से जदा पर कि सीमा को जानते है धन 
ऋणं का संराय निकर जायगा । 

यद पर परे व को स्थिर मानदाकेवरासरे जो उचित सीमाभो के भीतर 
चखानयन किया जायगा वहं ऊपर दिखाये हए अनेक चतुभुंजौ फे योग के वा 
से होगा जिनसे एक आन्रागागा धारी वन जायगी फिर उचित सीमां के 
भीतर वके व्रासे जो चखानयन किया जायगा वह सव धारिय के योग के 
वदा से अ्थत्‌ आकागाघा सीमाओं के वश से होगा | इख प्रकार से भकागाछा 
सीमाओं प्र जो अनेक ठस्व खड किथे जार्थभे उनके भीतर जो घनश्च का अव- 
यव होगा उसका धनफल आ! जायगा यदि ऊपर के द्विगुणचर मे शाख 
मान टे) 


२५२ इसी तरह से ./^.^.^ शा तार तार ताय इस चिगुणचल को तीन 
नये चछ के वशा से वदख्ना दो ज्य नये चौ का पुराने से सस्वन्ध 
य = फ, रा, ह), र = फ. (ब, चा, ह), क = फर (व, रा, ह) - * * ` * ˆ" ˆ (२) 


हस तरह का दोय तो पदे क के स्थानमेह को रखने के यिये खमश्च रखो 
कि जव ताट का साघन कस्ते है उस समयय आररको स्थिर मान क्तं 
इस स्थि (१) के पष दो समीकरण सेच की उन्मितिसेराका मान कर अर 
ह॒ के फट रूप मे आवेगा फिर विलोम उत्थापन सेवका मानमीयःर ओर के 
कोई पर के रूप मे आवेगा । इसय्थयि ख मे इनका उत्थापन देनेसखेखका मान 
मीय.र ओर ह का कोद फट होगा | इसलिये दसम यं आर र का स्थर 
मान जो ताल का मान आवेगा उसका स्वरूप ताह के वश से सिद्ध हो जायगा 
इसलिये तार के स्थान मे ताद को रख सकते है । अथवा (१) से चखनकटन कं 
६७ वं प्रक्रम से। 


ताय ( ताफः! तावं , तफ त्य ध ता? 
ताह ताव ताह ताश ताह तदि 


३०४ यटखयशिकल्न । 


तार तापः ताव तफ तष्य त तारफ> 
ताह तवि ताह ताद त ताह 


ताल तफ. तच तफ; तया ¢ ताक: 


[1 1 1 पि  - 1 1 कपि भमम 
न्‌ कनवयर 


ताह ति ताह ताद ताह तहु 


-9/ तव्‌ अर तारा न 51 > {~ भ थ 
यहा नाई आर ताद ऋ उल्पतया परस 
तार _ ना 
ताह तार ताफर __ ताफ> तफ 
त्वि ताश्च त्वं तार 
ल्ल हां ना ह तापः तक! ताप १ तफ ताप 
( ताद \ ताव ताल ताव ताद 


+ तापः ^ताफः . ताप, ध ताः ताप. 
तह \ त्व तार तधि तार 


ताह \ ताव ताश ताव तार 
इस खियै ऊपर के चिगुण चटका रूप 


| / । व । 
कम्म गा 
| ॥ ॥ व त "८ दोगा । 
| ताव ताश तावं ताश्च 


+ ताफ! /ताफर ताफः __ ताफः ताफः ) 


जदा रा, ख के स्थानम रका मानजोय,र ओर के फट रूपमे 
आया दहे उस का उत्थापनदेदेनेसेदराकामानदहे) भरर के सीमा पर से 
ह सीमाये मी माटूम दो जायंमी। 


अच ऊपर के चिगुणचट मे मान खो करि दा वार क्रम वदने से 


^ ना 
~~ 
1 [8 ` ताफः. ताफः. _ _ ताफः ताफ, ट उस का मान 


॥ >" का: 97 [म 


ताव : तश्च ताव ता 
जान लिया तो २४९ वें प्रक्रम की युक्ति से ऊपर (१) करे प्रथम दो समीकरणौ से 
तार ताय के स्थानम 


ताक; ताफ़-ः _. ताफर तापः ) न त्‌ श 8 
ताव ताश तार ताश्च तात ताय दस क्रा स्ल सक्ते ह । 


इस सिये जिगुण चख का रूप बदलने से 


र 8 रा ताव ताश वाह रोगा 


मिश्रित प्रकीणक। २७५ 


जहां य.र ओरखके मानजो वश ओरहके फटरूपमे आवेगे उनकारा 
मै उत्थापन देने से शादे, 

२५२ । इस प्रकममे उपर के प्रक्रमो का विरोष बोधदहोनेके स्यि दो 
उदाहरण दिखलाते ह । 


' (९ [| | - फ (अत्य, +- अल्यर+ -- + अनयन)तायनतायन र ` ° ` तायः 


इस अनेक गुणचर को एक गुणचर मे बदलना है जां चख के प्रतिमानों 
केवरासरे (जो कि य+यः+यः+.-- +य ८१ इस नियम से आवेगे) 
चखानयन किया गया हे । 

यहां २५० वे प्रक्रम के (र) उदाहस्ण के येखा बार बार क्रिया करने से अन्त 
मे अनेक गुणचट का रूप 


[| -.-फ(जयः!.-.) तायन तायन-\--" ताय! पेखा होगा | 

जहां ज = ५८(अः + अ+ अः + - - - + अत्न) 

यहां पर यह जो परिवत्तन किया गया है बह सव चरराशियो का वगेयोग 
९ से अधिक नीं है इख नियम को न तोड्गा अर्थात्‌ इस मे भी सब कौ वही 
सीमा स्हेगीजो कि परेम थीं। 

इस लिये य, को छोड ओर चलयरियो फे वश से चखानयन करनेमं 
ओर यर +~ यः +. + यद्र ८१-यः मान सेने से २१४ वं प्रक्रम मे यदि 
द्‌, म, न, इत्यादि कोर, प, व, भम इत्यादि को २ ओर अ, कः ख 
इत्यादि को ,^(१-यः) मान ठे तो चर्यौ के सव धन मानम मान 


{ गा) ¦ ~` व क 
परन्तु यदि ज्ञेखे चलराशियौ के मान सव धन लिये गये वेसे दी कण 


स्यि जाते तो सव भमान ऊपर के मान का रन-* गुणित होता । इस 
^ न! 
क्र (१-- यः) 


खिये सवं मान = - ( दस लिये ऊपर के अनेक गुणचरु का 
गा( ^+ १) ॥ र 
मान साधारण च के रूपमे य, के--१ ओर + १ मान के भीतर 
~स: व ` _ स 
` १ # 8.8 
जल्टन्छ फ(जय.) (१ - यर) २ ताय? यदह दोगा) 


-१ 
२९ 


३५६ चरुरारिकरन । 


^ फ(अन्य, + अस्य. + -+-अनयन . . 
। । । # ~ र षा तद्यनतयिन-ः ` ` ` ताय, 





इखको साधारण चटके रूपमे रे आनादहे। जह्य यः+ यः+ .. + य ९ १ 
यहो मी २५० वें प्रक्रम के (२) उदाहरण के एेला वार वार क्रिया करते से 


21 ४ 
| 1 1 त्तव तायनतायनत- ` ` ` तीयः णेस 1 होगा | 
म 
अव यहां यः! को छोड़ ओर चलयाशियो के वश से चलानयनं करने से ओर 
यः+य+ ˆ -+यरु < १-- यः इस नियम से चर्यरि्यो के सव घन मानम 
रश्देवेथक्रमसे (जेलाकि द, म, न इत्यादिका मान ऊपर (१) उदाहरण भँ 
माना हे वेसा दही याँभी मानसेनेसे) 
१९. {गा(२) ¦ न /१-यः ९ र ~र -- 
- त~ ------~---- य~न 
रन ~ गा (र | (१-यः- च) ताय 


{ [ } म-- 1 
= = व ष (१-य\)र - ९८२९२ कै परक्रम से) 


म्‌ 
` लन शि -0- यर 


परन्तु यदि चलरारियो के मान ऋण मी लि जार्थ तो स्पष्ट है कि उपर का 
मान २7 गुणित होगा । 

इसियं ऊपर के अनेक गुण चरका मानयः के -- १ ओर+१ मान के 
भीतर साधारण चरके रूपमे 


न 
स ` ˆ+ १९ क(जयः) (१-- य) ५ ताद? फसा होगा 
गा(द) 
--१ 


२५७। बहुत से ्रिकोणभमिति फलो के रूप चलरारिकलन के बल से श्रेदी 
मेला सक्तेद। जैसे यह चाहनादहेकि 

फ(य) = आ! ज्याय + आ. स्यारय + आस्न्यारेय + - . + आभमस्यामय - . (१) 

यह समीकरण य के स्थान मे ष्‌, एष, ३ष, . - . . मघ तक उस्थापन देने तक 


ह ध्र उर ११ $ + 
ठीक रहे जहां ष = मदर ओर आः आर ` ˆ "आम स्थिराङ्क है । तो यशा 


सब स्थिराङ्को के मान जानने के दिये नीचे छिखे इए म समीकरण उत्पन्न ्टौगे 
फ(य ) = आ+ज्याष + आ.ल्यारेष -- आरू्यादेष + . . ` ~+ आगल्यामष | 





सिधित प्शीणेकः। ३.७ 
फ(रष) = आञ्यारप + आरल्याछष + आ{रल्यएदय + - ` ` + आपञ्यास्सष । 
फ(मष) = आल्या पघ + आः स्यारप्रष + आरल्याद्रष + - ` ` -+ आमस्यामसमष । 
इन मे पडे को ज्यासष, दूसरे को ज्यारसष, - ` * ` अन्त को ज्याससष 
से गुण कर जोड देने से दहने पश्च मे आन का गुणक 
ज्यासष ज्यान + ज्यारसखष ल्यारनष + - ` ` * + उ्यामसय ज्यामनष 


यह होगा । इस गुणक का दूना जिकोणयिति से 
कोञ्या (ख-न)षघ + कोञ्यार(स - न)प्र + ` + कोठ्यापर (स - नेष 
--! कोञ्या (स+ न)प + कोज्यार (स + नष + - ` "+ कोल्याम(स + नष ; 
यह होगा 

इसने ऊपर के श्रेदी का योग तिकोणमिति से 


ज्या (रम + १) €-न'ष-ज्या (सन) 











ल्या सनष 
ज्या { (स~न) स-न,।घ्‌ } स-न)ष 
भ मे 
= न ~~~ यहु होगा ओर इसी मेनके 
ज्य 
स्थान मे -न का उल्थापन दे देने से नीये के श्रेढी का योग 
स्या { (स +न) ०~-९ त } 1 स 6 
(स ~+न)प 


२ज्या 


यहाँ स्पष्र है कि यदिस-न यह विषम संख्या होगीतो ऊपरकेश्रेदीका 
योग द्ल्य होगा ओर यदिसख-न यह सम संख्या होगीतो योग-१ होगा) 
इसी तरह स + न के विषम संख्यः होने से दूसरी का योग शून्य ओर सम होने 
से-१ के तुस्य होगा । इस पर से यह एक सिद्धान्त उत्पन्न होता है कि यदि 
विषभ, ओर सम के चश से जाति का विचार करेतो कह खकते है कि यदिन 
की जाति ससे भिन्नदोतो दोनों योग शून्य ओर णक दहो तो --९ होगे । परन्तु 
संख्यष्ञ के सिद्धान्त से यदि स-न विषमतो स~+नमभी विष्रमदहदोगा ओर 
यदि स-नसमतोस~+नमी समदोगा इसयिये यदि नःसके समाननदहो 
अर्थात्‌ ख से भिन्नो तो आ का गुणक शल्य होगा । 

यदिनन्सतो आन का गुणक 


२३७८ सलखरंशिकडन । 


ल्या खप + ज्याःरसप + . ` * + ज्यामसष 

= ¶ - ‡ { कोञ्यारखष + कोल्याछसष ~+ - - - + कोलञ्यारमसप } 

यह होगा जां उपर की य॒क्तिसे कोरिज्याओका योग--९के बरार 
दोगा । इसलिये एेसी दशा मे आन का गुणक २२९ यह होगा । 
इसलिये 

आन = रैर { ज्यास फ) + ज्यारसप फ(रष) + * . + ज्यामसष फ(ष) } 

जहा स के स्थानमे,२---मका उत्थापनदेनेसे आ, आ... आम 
इत्यादि स्थिरङ्खो के मान व्यक्त हो जार्येगे | 

उपर ञअ केमानमं यदिमको अनन्तमानतो श्रेटोके द्वासयाजो ४०्वें 
प्क्रममे चरका स्वरूप दिखाया है उससे 


र ६/९ छित्‌ १ 
आन = ज्यानरफ(रा)तारा पेसा दोगा ओर ° ओर णप्के भीतर 
(१ । 


अनन्त तुस्यान्तर य के मानोमें 
फ(य) = आ! ज्याय + आ ज्यास्य + आः ज्यादरेय +- . - * - इत्यादि यह समी- 
करण ठीक होगा । 
लाघव से ऊपर के समीकरण को 
२ < 0 19 छ 
फ(य) = ---यो ; ज्यानय क ज्यानशफ़ (श)ताश फेखा छिखते है यां 


© 
यो % यह दिखलातादहेकिनके स्थानम क्रमसे 
९, २ * ` * % का उत्थापन देने से जितने मान होगे उनका योग कर दिया गया 
दे । इस सिद्धान्त को स्यागरेञ (1.281218८) ने निकाला है ! इसके विषय 
पर प्वादृदन (10155011) का विरोष दिखाते हें । 
२५५। २३३ वं प्रक्रम से विदित हे कि 
१---खः 


१--२ च कोज्या शर + चः 





= १ + स्वकोञ्या?- ४ 


+ स्चकोज्या २०) + स्चष्कोज्या रग्वच+ . . . . . . " (१) 


जो च, २ से न्यून हे इसचिये श्रेढी का मान सान्त होगा । 
(९) के दोनो पक्षौ को फक) ताद से गुणकर शके वश से चरखानयन 
करो--द, द्‌ सीमा के भीतर ओरचको दुन्यके समानमानच्ये तो बायें 


विभि परकषक । # 





पक्ष का अंरा शुन्यं होगा इसलिये यदि इसका हर दा्यन होतो श्रेदी द्य 
चखानयन कीजो विधि दहै उससे स्पष्ट दकि वाये पक्च के चरका मान शुल्य 
होगा परन्तु यदियकामान-द्‌, ओरदके भीतरदहोतो चखानयन के बीचमे 


हर भे च कोल्या "<: ~ ञो यह भाग है उसका मान ९ के बराबर होगा इसलिये 


पेसी स्थिति मे हर का मान (१-च) यह होगा तव यदह नदीं -कह सकते कि 
चाये पश्च का चर शून्य होगा । फेसी दरा मं इसका मान जानने के सिये कर्पना 
कसो किं रा--य~-ङओरच=१- द्‌, 
छं | १--च)फ(रश)ताश _ (३९१ + च,)फ(य + छ) तालं 
९ - सचक्ोज्या "।श-य' + च ६२ + छचजञ्याः "2 


इसमे निश्चय हे कि श--य इसका मान धनवा ऋण जव बहुत हयी छोरा 
होगा उसी समय के मान कातो विचारी कर रहे दहै इसलियि ज्या चाप का 
मेद्‌ न मानने से ओर फ(य + र) = फ(य) कल्पना करने से 


३.८९ + च)फ(य + खोताल _ इ, (१ + चोय) | 





चर ¶८्ट चपलः 
३२ + ८चज्या ¦+ -् 
| तार __ रदफ(य) ,.-\ श्ल 
२ इष्फ(य) प्ख प इद्‌ 
द्‌ 
दसम मानो किरकी सीमा अर, ओर-- करै तो मान 
२दफ्‌(य) { _११्अ; -! प्क ] =, 
------ १ स्प ` --- + स्प ------- + पसा होगा। 
इद्‌ दरद्‌ टो 


दस्मे इ, को शुन्य मान ठेने से 
२ दफ(य) रेखा दोगा । इसलिये यदि य,ः-द ओर द्‌ के भीतर हो तो फ(य) 
= 30 फ(श)ताद + -- यौ ॥ फ(श) कोज्या नदय) ताश - ^^ (२) 


^ ~ 


यदि य=द्‌ वा-दतो वाये पक्के चटका मान जवश्च, द्‌ भौर--द्‌ के 
बहुत दी पासदह्ोगादा-य = दय) स्यः हि इन दोनो सखमीकरणो से 


कमसेद { फ(द) + फ८- द ) } यदह दोगा क्योकि जव यनद ओर शद्‌ तव 
क --य = छ यह खमीकरण दिखखाता डे किरका मान केवलट--कः! से ० तक 


३.५० चररारिकदन | 


पर्हुचेगा ओर जव श = - द्‌ ओौरय=--द्‌ तवल का मान केवल ° सेअ, तक 
होगा । इसलिये फेसे समयमे (२) का वायां पश्च ई { फ(द) + फ(-द) ¦ 
यह होगा | 

इस प्रकारसेद,-दके वीचवादः-द्कं ठुष्ययके मानें दहने पश्च 
कामान निञश्ितदहो जाता दहे 

२५६ २५८ वे प्रक्मकी युक्तिसे यदि ० ओौरदके कीचके मानें 
सान्तचखानयन करो तो 


4 
द्‌ 


यौ ^ | फ(श)कोञ्या न” व-य!तारा (१) 


1 


फ(य ) = = | < फ(श)ताश 
`© 


यह समीकरण ० अ्दैरद्‌ के वीचकोश्यके मानम सत्य दोगा परूतु यदि 
य्‌=०तोङपरकेप्रक्रमकी युक्तिसे वार्यो पञ्च र फ (°) ओर जव यदतो 
वायां पश्च > फ(द) होगा । 

इसी तरह 


० = 1 फ(र)तार + --यौ | फ) कोज्या नर(य +य, ताद्य... (२) 


द्‌ 


यह ° ओर द्‌ के बीच चादेजो यका मान मानो समीकरण सत्य होगा । परन्तु 
जवय=-०्तो वायां पश्च रे फ (°) के तुष्य ओर जव यन्द तो वार्थ पश्च 
‡ फः (द्‌) के तुघ्य होगा । 
(१) ओर (२) को जोड़ देने से 
= (0 
९ 


% # (| 
फ(य) = य ~| ९ फ(श) ताद्य + -र यौ = कोऽ्या न” ॥ कोज्या ण्य फ(श) 
© १ 


।५। 


तारा - * (२) 
यह य का मान चादेण्ओर द्‌ के तुव्यदो वा इनके बीचमे हो 
सवेन सत्य रहेगा । 
(१) ओर (२) के अन्तर से 


_ मृग्य [13 । 
फ(य) = दयौ ९ ज्या | रज्या गण्य फ(श) ताश्च (५) 
(| 
यहयकामानयदि ० ओर दके वीच द्यो तव सत्य होगा. ओर जव 


१ आर ५१ न ५९ 
य=०ओरयनद्‌ तो वायां पश्च अवदय शल्य के समान होगा। यदि देखो 
लो (४) समीकरण ठीक ठीक ्याग्राञ्ज के सिद्धान्त से मि जाता ह । 


(क) 


मिश्चित पक्ीणक्। २५१ 


थोड़ा सा परिवत्तेन कर देने से (2) से ४) ओर (8) से (2) समीकरण 
उत्पन्न हो जाता है, 


जैसे यदि (द) मे फ(य) के स्थानमे यदिज्या-फ(य) स्ख दो तो 


१ पद्‌ 
ज्या 7 फ(य)= ट्‌ # ज्या ह फ़ (रा) तारा 
७ 


२ _>, ० ॑ रा 
+ यौ ¬ कोज्या नश्य | ९ कोज्या ° ज्या ° फ(रा) ताश 
। 4 द , द द्‌ 
(भ 


इसमे कोज्या --2 ज्या ण्य के स्थान मे इसका जो दूसखस 
६ ज्या तथन. 3 ज्या ल-९,१ यद रूपान्तर है इसे रख 


देने से स्या क फ(य) 


= यौ { कोज्या ध -- कोस्या य १ ल्या र फ(य)ताश 
© 


ठेखा दोजायगा । दस्मे { } इसके अन्तत दोनो खण्डो का चिकोण- 
मिति से रज्या १ ज्या 7 छेसा रूपान्तर कर दोनो पक्षो मेज्या-ष्यका भाग 
द देने से (४) उत्पन्न हो जायगा! ओर उपर जो क्रिया दिखलाया हे उसके विपरीत 
से (४) से (३) यह उत्पच्च हौ जायगा । 

२८५अ इन ऊपर दिलखये इण सप्रीकरण रूपी सिद्धान्त की व्यासि दिख- 
खाने के लिये इख परक्रम मे कुछ उदाहरण दिखाते हे । 

(९) यको जीवा की श्रेदीमे ठे आनाह 

यहाँ २५६ पक्रम का (४) समीकरण ग्रहण कयो ओर मानलोकिद्‌-्तो 
यहां फ(य) = य इसलिये फ(श) = रा 


{> र 
इसयिये ५ ञ्या --~ फ(श) ताश = | राज्यानरा ताश्च 
॥ | 


© 
19 (^ ये ध्र - र सिये ॥ 
= --- यदि विषम ओर - न यदिन सम दसा 


य = २ { ज्याय -- ज्यारय + ज्याय - र ज्याध्य+. `~} 


३५२ चरयुरशिकखन ¦ 


यह य के ० ओर प्के वीच के मानौ मे सत्य हे ओर यह भी देख पड्तादहै 
कि यदिय=० तव मी ठीके ओर ऋण मानमेभी देखनेसेस्पष्टटे कि दीक 
हे इसलिये -- 7, 7 के बीच मे -- ० पको छोड ओर सव मानो मे समीकरण 
रीक इञ । 

(२) कोज्याय कोज्या की ष्रेदीमे ठे आना है । यर्हामी रनदेका 
(७) समीकरण ठेने से एय) = कोञ्याय इसलिये फ(श) = कोज्यारा इसलिये 


यदि द =ण तो 


1 ज्या ~ फ(क् ) तारा =  [कोभ्य दा ज्यानरा ताश 








= १ | { ज्या(न + १) श ~+-ज्या(न--१) श ¦ ताश 


कोञ्या(न + १)दा + कोज्या(न--ए) } 
न +१ न-र 


[0 ॥ 


[8 च भत्‌ 6 
इसलिये ॥ कोल्यार ल्यानश्च ताश =०्यदिन विषमो 
`© 








ओर = र 
इसलिये 
२ { छज्यास्य , <ञ्याध्य १ 
कोज्याय = --~ न्व नज्यानय ~ 


यहः ० ओर "के बीच, ० ओर ष को छोड ओर यके सव मानो में 
सत्य दे । 

(३) (ग स्थियङ्क को चाहते दै कियकीन्याष्रेदी मेले आवें। 

यहाँ मी २५६ प्रक्रमका (४८) समीकरण छेने से ओर फ(य) = ग, ओर 


ध ¶ए 
द्‌ =प्मानयखेनेसे | ग ज्यानश ताश = ग || ” ज्यान ताद = = यदि न 
(५ (४ । 


विषम, = यदि न्‌ सम हो तो 
इखदलियें 
ग = ऋ { ज्याय +> ज्यारेय +र ज्याण्य +. ` ` } 
कामागदेदेनेसे | ५ 


= ज्याय + 2 ज्या २ेय-+-र ज्याप्य+ ` - 


मिधितप्रकीणेक । २५३ 


यह ० ओर षके वीच ०्ओर ¶्को छोड रय के सव मानोमे दीक 


होगा इसीमे यदियकेस्थानपे>-रस्खलेते 
४ = कोञ्यार -- ड कोञ्यारेर +र कोर्यारर- ठ कोज्याञर + ` ` ` 


र 


| 


यह रके--2 ओर>2के वीच--> रको करोड ओर सव मानो में 


ठीक होगा | 
(छ) यकोदसकी कोरिज्याकी श्रेदी भरे आषो, 
य्ह २८५६ परक्रप का (२) समीकरण ग्रहण करो ओर द ='प्मानलोतो 


| ऊ :3 सध सा 
| राकोज्यानद्यनादरा = ~~ ति पि श 


५ भ ध ५ ९ [ज [ ये प 
इस लिये | राकोज्यानराताश = -- ~ यदि न, विषम हो । 


@ 
ओर = ० यदिन, समदो, 


क~ क 


<, १ प 
ओर राताश = दू इसलिये 
७ 
त १ हि २ प 
य = $ -- 2 { कोज्याय + टद कोज्यार्य + पुः कोज्याय + ` " ` । 
यह यके ० ओर 7 मान मे ओर इनके बीच के मानमे भी सत्य होगा) 
यदि यद्यय=-2--र तोर के-? ओर मानम ओर इनके वीचके 


१९१ ४ ( १ १ 
मान मे भी र= (यार - टरञ्यादेर + (द ज्याणर " ' ` ) यह खीक रहेगा । 


(५) इमय इसको ञ्या की ध्रेढी मे रे आवो । 
यँ रदे प्रक्र का (8) समीकरण ठेनेसे यके ० ओर ग््को छोड इनके 


बीच के मानम 
दमय = ~ ये १ -उल्परन न (१- वने १८१६ इ") उयाचय 
{ १० वें प्रक्रम कां (५) वाँ उदाहस्ण देखो ¦ 
(द) इभ्य को कोटिज्या की श्रेदढीमे ठे आवो । 
यहाँ २५६ प्रकम का (३) समीकरण खेनेसे 


अग. । दुनऽ वरप ५ अप. श 
अय ध दू 4 स < 0) अयान दू कोञय नय 
४ + ङ्त एवा १ अः+नः 1 


यह य के ° ओर 7 मान मे ओर इनके वीच के मान मे भी टीक्‌ दोगा। 
ॐ० 


२९५९ चरुयशिकटन 


५ छर ५९ च 
(ॐ) ल्याभ्यकोज्याकीष्रैदी मेरे आवो। जह अ < १ दें 
यदा मी २८६ प्रकम.का (४) समीकरण छेने से 
1 रेज्यारेय _ ऽज्याध्य, , , 

लयाय = त ज्या ४ र्-उर दस्र दर ङर रद ˆ इर 

यद्टयके ० ओर० ओरप््के वीचष््को छोड ओर सव मानौमे ठीक 
होगा । 

(८) कोञ्याभय को कोरिज्या की श्रेढी मे ठे आवो । जह अ < ९ यहां 


२५६ प्रक्रम का (३) समीकरण खेने से 


स अकोज्याय , अकोज्यारय _ } 
त ज्यास ॥ तट ज्या अ ९ र अ रर ५ २ 


यह य के ° ओर 7८ मान मे ओर इनके वीच के मानम मी ठीक दोगा। 
(९) इय -- इ -भ्य इस को ज्या की धेदी मे ठे आवो । 


यहाँ २५६ प्रक्रम का (छ) समीकरण ठेने से 
(द 4" --- द 1) 





7. (=~अश_ _>-अद् 4 ल्यानाः 
(द्‌ इ अर) ज्यानरातार नक कल्यान 
७ 
इसद्िये 
भय -- इ -अय 
एः ( अग = ग) ( ज्याय .न्ज्याश्य _ २ञ्यारय तक ) 
` १.+ अ .+अः २.+- अः 


(१०) इम (*-य) + इ -ज(7-य) इसको कोटिज्या की शरेदी मे ठे आवो। 
य्ह २५५६ प्रक्रम का (३) समीकरण खेने से 


नट 3 अग __+-अण 
॥| 1 + >. , कोञ्यानरातारा = १ ४ न" । 


दृष्ट अ श्रा ~अ 
ओरं | र { ऋ >, च+. ॥ = 
॥५। 








अ 
अ(ण्-य -अ(ग्-य 
लिये 2 इ भ ~-_ १ +. कोञ्याय , कोज्यास्य 
त + इ” न म्म १.+अ २4 अ 


दख प्रकार से हज्ञायौ उदाष्टरण सहज में सिद्ध हो जाते है । 
इन के चखानयन से ओर भी नये नये चमत्कार उत्पन्न होते चरे जाते है । 


मिधितप्रकीणंक । २९५५ 


जैसे (२) उदाहरणमे जो कोटिल्या का मानस्याकी श्रेडी मे आया है उस 
का यदि ताय से गुण कर चखानयन कते तो । 


7 ल्याय = स्थिर ४ कोञ्यारय का कोल्याध्य श कोल्याद्य भ 
4 र 9 


इसमे यदिय=०्तो 


[स २ १ ९ १ 
{स्थर = ---- + -- ~+ 
१.२ २०९ ५.७ २ 


अभ्यासार्थं त्रश्च मे न= ०=०मान 








4 


( चटनकटन के २०वें अध्याय के ४४७बें 
% 
भ जोड देने से। 


२५८ । यदि २५६ प्रक्रम के ३) समीकरण मे, जो कि य के ० अर 
द्‌ ओर इन के वीच के सब मानमे सव्यदहै, यदि यका मानद से 
पार हो तव देखना चाहिये कि दहना पक्ष किंस के तुल्य होताहे। भानो कि 
यकामानद्‌ ओर यद्‌ के बीचमेंहे ओर धनदे तो यदिय=२द-य॑णेला 
माने जहां य॑, दे से न्यून दहै तो 

कोज्या =" = कोज्या (रन - प्नयं = कोज्या नपय 
द्‌ | द्‌ द्‌ 

इस लिये इस स्थिति मे दहने पश्च का मान फ(य) होगा । 

फिर मानोकिय,र्दसरेवड़ा है ओर मद्‌ +यं इस के तुद्य है जहां य, 
२द्‌सेअस्पहेतो 

कोज्या? -~' = नपय 


[0 के स्य 


त्‌ द्‌ 
अ्थीत्‌ दहने पश्च का वही मान इ जोकिय के स्थानमे यं केरल देने 
से होता इस चण्यियदियं ८ दतो दहने पक्ष का मान फ्य॑) होगा ओर 
यदिय॑7द्‌ ८ ण्द्‌ तो दहने पश्च का फ(रद्‌-य) यह मान होगा) इसी प्रकार 
सिद्धं कर सक्तेदो किय के कण मानमे भी वही मानदहोगा जो कि धनमान 
मे होता हे । 


इसी तरह यदि य धन ओर रमद+यंशसके तुष्य हो तो २५६ प्रक्रम के 
(ॐ) समीकरण का मान फय) होगा यदियं ८ द भर यदिय7दतो 
दहने पल का मान -फ(रस्द-य) यह होगा ¦ ओर य के ऋण मान मे केही मान 
आवेगे जो कि य के धनमान मे आते है केवर धन ऋण चिह्न बदल जायगा । 


२५८ चट रािक्छद्यन्‌ | 


२५९. | २५६ प्रक्रम के (३) भर (ॐ) समीकरण म यह कुछ आक्दयकता 
नहीं कियकामानन्यओरस्द क वीच मं दखगातार हो किन्तु०° ओर अ 
वीचकेयकेमानमे फ(य) = प्तय), अ आर क क्रे वीच मे य 
मानमें फ(य) = फः (य); अओरक ौरगके वीचमेय के मान 
मे कटय) = फलय), इसी तर्ट अन्तमेंग ओरद्‌के वीचमेय के मान 
मे फ(य) = कप्य) फेखा मान ठे तौ मी समीकरण सत्य रहेगा केवर जव य = ० 
वाअ,वाक,वाग तव प्यसिचरित होगा उस समय प्णदेवं प्रक्रम की युक्ति 
से वास्तव मे दहने पक्ष काक्या रूपदेगा इसका ज्ञान सहज मे हो जायगा) 
जेस रण्द्वं परक्रम के (2) समीकरण का दहना पश्च जव यअ तब 


‡ { फः(अ) + फर (आ) } यह होगा । 


फ 
को 


इस लिये यदि य = अ तच फ(य) = फन(य) तो (2) समीकरण जव य=अ 
त्व मी सत्य उदरेण । 
२६० च्या ओर कोरिज्याके रूपमे प्क ध्रेदी प्सी वनानी है जिसका 


योग ग तुस्यदहोयके० ओरञके वीच के मानम ओर वही योग दन्य के 
तल्यद्योयकेञ ओरदके वीच के मानोमें। 


यदं २५६ प्रक्रम का (२) समीकरण छने से 


फ(य) = ग, इस लिये फ(श) = ग, र के ° आर अ के वीच के मानौ मे ओर 
फिर उसके वाद्‌ दा के अ ओर द्‌ के वीच के मानो मे फ(का) = ० = फ(य) 
दख लिये 


(4 मुधा 
1 ^ कोञ्या - ह ` फ(दा)तारां यद 


गद्‌ नप्रय न 
ग 1 काल्या -- ताद = त ञ्य = एसा होगा । 


दस लिये अभीष्र श्रेदी 


१ 1 वप्ञ (= 1 
क 7 ~ क + 
२१८्म . २५्य्‌ 
+ ~ अया --- काल्या -- + 


दूस से जव य = अ तव इसका मान २ होगा) 
अथवा इसी जगद २५६ पक्रम का (&) समीकरण सेने से 


(साश्चतप्रकणक ) २.५७ 





[हि नश्च 
ग | ज्या दर ताश = नत ( १-कोज्या - द्‌) 
© 
इस लिये अमीप्र धेदी 


र्ग व्य २१८्य 
, 1 ज्या--स्या-+इडउजञ्या ज्या 
(19 द्‌ 


२१अ ३८्य ८ 
ज थी "वा ^: चहं होगी 


यषां जव य = ० तव यह धेदी भी ह्ूल्य ओर जव यअ तव धटी का 
मान प्‌ होगा) 

९९१। एक श्रेदी कोटिज्या के रूप मे एसी बनाचो जिसका योग जय हो 
यके० ओर द्‌ के वीच के मानमे ओर जवय, द ओरद्‌के वीचमेहोतो वही 
योग ज (द-य) के तुस्य हो । 

यहाँ २५६ प्रकम के (३) समीकरण से । 


> फ़(श) कोऽ 














| ज रा कोज्या --- ताश + 9 ज(द-रा) कोऽ 


त 


१ 
= वा कोज्या --- ~ न (१ (ज्यान 7० - ज्या --) 
नट कोज्या नश 
अ (न 4 7८ ~ -- 
^ { ---स्यानपप ज्या ध कोञ्यान न 
जद 
= रत {२ कोज्या - -- कोलञ्यान(्- १); 


यहि यदि न= म^स्पेसा होगातो इखके त॒स्य होगा ओर 


धन 


४५ ् 
सवे शस्य के तद्य होगा । ओर 


जद 


॥ फ(श) ताश = ज ४ राता + ज | (द-रा )ताश्च = ध 
©> © ् 


इसलिये अभीष् श्रेढी 
जदट्‌ 3 (क २६्य्‌ 








॥ 


र 4 






--र कस्या --- 


द्ण्त्व ८ ९०१्य्‌ 
२ कञ्या क, | 


२१५८ यरखरशिकटनं | 


दस शरेदी कामान यदिरस्खटेतो यके ० ओर ट्‌ मान आर इनके वीच 


नि 


केमानोमेभीस्=जय ओरयकेदूओरद्‌ ओर इनके वीचकेमानोमे भी र= 
ज(द-य) यह होगा । यदियका मानदसे वङ़ाहोतो २८८ वेंप्रकमसेरका 
मान फिर फिर यदी आवेगा क्योकि २५८ वें धक्रम से यदि य = २ द्-य॑ जहाँ य॑, 
दसेखछोटादहेतो दना पश्च फ(य) के अर्थात्‌ जरह य, दसे छोरा है वहौँजो 
रकामानदहे वही यहाँ परमी इुआ। इस तरह से २५६ वे क्रम के (2) ओर 
(७) समीकरण से हजासो प्रकार के नये सिद्धान्त वना सकते हो । 


अभ्यास के टलटिये प्रन | 


९ सिद्ध कयेक्रिं यके - प्र 7 आओ रने बवीचके मानो से 








यः _ श कोञ्याप्य कोस्या देय ध 

ष १२ ९ द 
२ (९) प्रन से सिद्ध कसे करि 

यः ¶्य ज्यार्य ज्यारेय 
--------=-- ज्याय + ----- ~~~ + 

१२ १२ ४ २२२ २ 


२। सिद्ध कसे कि यदि एक श्रेढी एेखी बनाई जाय जोय के ° ओर अकं 
षीच के मानो मे शल्य,यकेअ ओर ०-- अके बीच के मानो मे अ, ओर फिर 
यके १८--अ ओर ष््फे बीचके मानोमे पत--य क तुल्य हो तो 

र १ छ 

त्रत {ज्या ज्याय+ २६ ज्यारञज्याद्य + -ज्याप्ञयज्यापय +. 


२६२ जिस समीकरण मे 


तार तार ताभ्र तान 
ताय ताय ॥ तायः न ताय नम से रहते ह ॥ 


उन्हें कम से एक घात, प्रथम सम्बन्ध द्वितीय सम्बन्ध, ततीय सम्बन्ध...“ 
सम्बन्य चलनसमीकरण कहते हँ । एक घात को प्रत्येक सम्बन्धं फे साथ 


त्र्‌ तार्‌ तार्‌ तार 
मिलाना चाद्ये । इसी भकार जिसमे तने › (नर) त ताय” ये हो उन्दे 


एक घात प्रथम सम्बन्ध, द्वितीयघात प्रथम सम्बन्ध, तृतीयघात प्रथम सम्बन्ध, 


(^, 





तासन 
न घात प्रथम सम्बन्ध चख्नसमीकरण कहते हे । ओर न 





यह जिसमें 
हो उसे न घात म सम्बन्ध चटनसमीकरण कहते 


२६२। यदि एक घात प्रथम समस्वन्य चखनसमीकरण का रूप 


मिधितपकीर्णकः | ३५५९ 


मा-+नात>=०ण्लादो जयँमा अओरना, य ओर रके फल 
हौ ओर फलो मे य ओर र के घात संख्याभौ का योग प्रत्येक 
पद मे पक दीद तो कल्पना कसो कि र = यट नय -लख+-य श | 
समीकरण मे नाका भागदे दो तो 


0.16 क 
ना ताय ` । य तुर 


कणन 


मा श्‌ [सस = 
परन्तु ° चवा-ख का को फट हे इसखिये कस्पना कयो कि 





-- = फ(रु) इसलिये य -- = - { ख + फ(ल) ; 

, ताय १ | य॒ 

- यता ` ठ -फ(@) “ ठः ( ग ) 1 ५ 
ग कोई स्थिरा दे । 


अपने सखुमीते के लिये जह्य कद्यं लाघव जान पड़ तदहो य = रर्‌ एेखा मान 
कर भी उपर की क्रिया कर सकते हो । 
(१) उदाहरण ` 


तार 
कर्पना करो कि य +र = (थ-र) तुप 
तार तार 
यदहो र्~-यरमानयसेतो {८ ~ छ +य--~ 
ताय 

॥ तार य+र १॥-ट तार  १--ख 

+~ य॒ ----~ = ---~ = ~~ य्‌ ----~ = --- 
९ ताय य~र १ ` ताय १-ख 
ताय ९---टछ श [टल 











इसलिये खा (ग) =स्प-ल-- रखा (१+ख) 


२ य॒ः+-र र 
कख { न (१+ल)ः | न= +न+ = स्प ग 


क 


(२) एक ठेखा वक्र बताओ जिसके भुज कोटि का योग उसके अवान्तर स्पश- 
रेखा के समान हो । 


यद्य चखनकटन से अवान्तर स्परोरेखा = र हर य~र, ओर य = रल, 


३९६० सरखयरिकखन । 


छ तय्‌ ~ (र ध (म्‌ 9१५९ व र) ~ १ 
मान खो ध (1 व र ठ 
न. „त ॥ स = © = = । 
° ° रतारु । खा (से) ् र्‌ 
त्‌ ् 1 
२६४। --- +-पार=वा (१) दइसमरका मान जानना है जहाँ पा 


(४१ 
ओरवाय के कोई फर है । 


पाताय्‌ तार पाताय ^ पाता 
देखो च ^ ~ #॥ + पारद 


„^ पाताय ^ तार 
1 र) 
ताय 


~ = पाताय = 
इस ख्ये (१) को ३८ पष से गुण देने से 


¢ पाताय / तार्‌ _ ता „^ पाताय 
इ ( ताय + पार) = तवर (र३ 


ताय 


॥ ^ पाताय 
स्म म 


इसलिये चखानयन से 


पाताय ~ व प१ाताय 
च्‌ इ“ 1 वा इ. 


= स्थि+ ताय 


(~ ~ # पातय ~ ¢ प्ताय्‌ पतिाय 
ओर र= स्थिर. +- ईइ ^ वा इ“ ताय 
तार्‌ 
= 
(१) उदा० र + र = अय 
[५८। पाताय्‌ र 1 
यहां पा= ९,  [ पाताय यं . ६८ = इय अरः बा = अय 
[} प ~यु ४ श 
रस्थि + ट | अयष्ट ताय 
स्थि ~ ६ च्‌ २ दय २.य 
= स्थि +& अ { य --३ | यद््रयताय } 


= स्थिद्‌-++अ (यः-रेयः+द्य-- दे) 


५ यु 1 
(२) (१+य) य 


{म ४ > >^ पताय _ १ 
वा =" [ताय खा (तक) जर इ = 


\८ (+य) 


« ९ _ ताय १ न ताय 
५ +(९५+य) | म | +य ~ रय = | (९ + यर) 


[मिशध्रतपररी णक | २६५ 
अय + 
= --------~- ~ स्थि 
५.८ (१ +य) 


इसद्िये र = अय + स्थि \८ (१ + यः) 
ए ऋक नवि क $ 
२६५ यदि रम! ~ + पास्म=वारन फेला संसीकरण हो तो दोना 


पक्चोमेरन का भागदेकर रम-न=(म-न) ट मानले तो 


सर. पर ~ <वा 
= १ तार _ ताल 
ओर र. ----- = --- 
ताय ताय 
ताल 


तत 
ता (म-न) पावा 


यह अव ठीक २६४ वे प्रकम के समीकरण पफेसा हो गया | 


(९) हं च्चः _ म 
उद्य० य तुच चा ` नवाः 
५ ~ = ,__ , तादा _ ताछ 
यहां मान खोक च~र. चा 1 
„ ताल स्च ___ म 
" ताचा न्वा चाः 


॥ 


॥ १) 4 ॥ % 
आव रईसमवा "प्र [ पाताचा = ~~ ^ चखाकच्रन खा चि 


भ प साचा १ १ न्ध र. ५. ~~ २ 

४ २.८ | = चारश्च . . 2 चा = -म ( चा ॥ तार्या 
स्थि ब्रचा : ` “ ि दा ~~ (द स्च म 

न ~ र" 1 


यू 


अता्य 
(२) उदा० यरः तार+रषताय= -नर-, य्टाभी 


ऊपर की क्रिया करमे से 


क स्थि 
` फेय यूः 


२६६ मा ताय+ना तार=० यह समीकरण./फ(यर)=ग दसका 
तात्कालिक चलन सर्वदा नदीं हो सकता क्योकि सम्मव दहे करि .^ फ (यरः) 
इसके तात्कालिक चख्नये जो कि दुस्य कै तुघ्य होगा किसी गुणक का अप्‌- 

दश्‌ 


यटसयदिक्रलन | 


9 
॥ 


१.५. 
९४ 


त्न द्‌ दिया गया हा यथवा कोई स्थियाह्कका लोपो गया हो मू समीकरण 
वदा से । परन्तु जिस स्थानम इसका प्रग रूप हा अर्थात्‌ गुणक्र का अपवन 


दियागयाहोवा स्थिरा काटोाप मूल समीक्स्णके वासर नकिया गयां 


तास. लास ~ न 
वयय > = न मयत = श सु (1; >| ग 
ताम तार्‌ तार्‌ ताप व 


+ ~, 





हा तो चटनकलन की युक्ति से 


मान जान सकते दो क्योकि यदहं 


तास ६ ति ‰/ = ५५ ~~ 4 
मा= नाय अआरनां = ट । यहा दाना खण्ड तात्काछिक सम्बन्ध दहै 
॥ 


अथोत्‌ पटे मरको दृसखरमे यको स्थिर मान कर सम्बन्ध निकाला गया ह । 


{> 


इसख्यि स = | मा ताय +पफः (ग) 


र के वशा से तात्कालिक सम्बन्य निकालने स 
-ताख = ला.^ माताय्र , तापः (र) 





ताग तारः तार 
___ तास . ताप (ग) ता. माताय 
उ तार ना. * तारः =ना तार 


ओर फ\(र) - ४ (ना-- 27, तार 


[ (को ॥ ^ श्रू (१. 
दलाख्यस = | माताय + [ना -- तर) लार +स्थि 


‹ त मय लार 


?) यद ~ ~ ~----------------- 
(१) उदा० कल्पना करा कि ताम (त्व्म जतं 





यहां मा ~ ४ ना~ छ 
् † ८ (य--र) १ + र\ (य र) 
(0 ताम | ९२ - प्र 
य ( २५. । --~--- = -- एत > } == = 3 
५ तार (य -र ४ * लाय 8 ( (य -र) ~ ) (य -र) ष 


„.स=.८माताय+फः(र)च=य्लखा{य-+ ५. (य~र) } + फ१८र) 


तास 1 + तापर) _ ५ 
तार {य +\८ (य~र) | \८^ (घर) तार २५८ (य - र“) 
. तापफ़श्(र) २ ( य. 1 
तार ५८ (य~र) !( य + ५८ (यम र) | 


-र + च\^ (य -र)] २ 


\८ (य -रः { र्य + २५८ (य ~र ) ६ र 


१५ 
3५ 
0.१ 


{श्रतप्रकाणक् । 


, फ(र) = स्थि->खर 


[क "~ “) # (~ 
दसलियिस नखा { व+ ५८, ॥ + स्थि | 


जहाँ शुणक से अपवन्तैन दे दिया गया शो वहाँ पर चड़ कठिनता पङ्गी भौर 
कोद विधि नहीं है जिससे गुणक का पना लगे, केवर आपने वुद्धि वर से गुणक 
का पता दङ्गा कर गणित करन्‌ चाहिये । 

२६८७। इस प्रक्रम मे चखनसभीकरण सम्वन्धि कुछ उद्ाहग्ण दिखाते हें । 


(१) एक पेसे वक्र का प्रता लगावोजो दिये इए समीकरण सम्वन्धि वक्र- 
परस्परा को काटने से निर्दिएकोण तुस्य कोण चनावे | 
कस्पना करो कि दिये हुए वक्र का मुज =य र कोटिर ओर साध्य चक्र 


कामु = यः ओर कोटिरः है भौर निर्हि कोण की स्परोरेखा=महै 


तार __ तारः 

ट १ तार 1 ताय ताय, 
तो स्प = स्प--~--~ -- स्प = 
स्प तायं ~ अ ताव /* + तार नार 

` ताय नायः 


८ र तार्‌ त 
सिद्धवक्र के समीकरण पर सरे कामान यःरके फल रूप मे अथात्‌ 


फर (यर) फेसा सिद्ध हो जायगा अर योग विन्दु पर दोनो वक्त के युज कोरि 
पक ही होगे इसद्ियि य? के स्थानमे य ओरर,के स्थानमेसर्को रख सकते दें 
इन पर से फिर साध्य वक्र का समीकरण भी व्यक्त दो जायगा । उपर केसमी- 
करण को। 


तर्‌ तार्‌ म~ ४ 
म {१ (चर) ~न } =फ (चर) - तज एसे लिख सकते 


है जो कि एकधात प्रक्रम सम्वन्धि चटनसमीकरण के रेखा दोगा । 
यदि खाप्य वक्र सिद्ध वक्रौ को काट कर समक्रोण वनावेतोम= > 
र श 2 


व (व ल = 

ज्ेसे उस वक्र को चता जो उन परवलख्यो को काटने से समक्तोण वनावे 
जिनमें श्िरःस्थान अर य अश्च एक दीदे । 

कृटपना कते कि परगवल्य का र' = 9अय यह समप्रीकरणा हे 


, सा | र्‌ 


१ 


¢ 


३६४ चट यशिकटन ! 


तार्‌ 1. स 1 
, _ -=- -- ख्य -=(गण-य 
ध इसखिये ~ = ( ) 
यह पक दौधरशरत्त का समीकरण दुभा जिसक्रा केन्द्र परवट्य का रिरःस्थान 
ग ईहच्यास य अक्ष पर्‌ स्व होगा| य्होगका मान अनिदिचत है इसञ्िये 
कोई दीधचरृत्त जिनके व्यासो मे \.ˆ२ : यह सस्वन्धहोवे सव प्रचख्यो क्रो 
समक्रोण पर कारंगे | 


नार नर्‌ {~ न- = 
२) ॥ ( ५ ध, ` ˆ † बान = ० जाप, वा, 
दत्यादि यःरक्रंफलट दसमेरका मान कच हागा | 
* त्र 
सन्‌ तरति व्रधम्रसलस्वन्य चलनसमीक्षग्ण मं साधारण व्रीजगणिन से 


क न विध मान आवेगा इसलिये न विध र कामान चद्टानयन से निकलेगा आर 
इनका घालरूपर पक्र ओर मान आवेगा | 


लर [५ ४ तीर 
== बः ८ 1 र = ग 
ताअ .. त अ इसोदटय 1 ¬ अय वा 


ग अथय य दूना दियं समीकरण को ठीक रखेंगे ओर इनका श्रात 
(र-ग--अय) (र--ग + अय) = ° यह भी समीकरण को ठीक रखेगा । 
स्स परल यह एक उदाहरण वनता दकि उस वक्रको वता जिसे 

चा = अय~+कर्डो 


"१.1 अ 88 त 
यहां ताय =\' 1 ष + ( त) ~ -अ+क् 


जसे यदि 


तार 
ताय 








ता 
इससे सिद्ध हे कि --- क मान स्थर रोगा मानोकि इ म 

ताय य 
तार =मयन+ग यदद एक सरदटरेखा का समीकरण 


प ् म न इसलिये ^ | १ + ( ग) । अ +कः (> =) 


यह समीकरण ह| 


त नर्‌ 9 द ५९/ हे 
(२) तयन ~ या द्समर कामान क्याहोगा जयं याःयका कोई फट दै। 


छे तार ता तार ° तार ताय 
ह नो 1 ताय ५ ताय ( ताय | 1. ताय क ४ 


ओर र= || { | यातय } ताय 
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त्र ता , तार ताष्र ^ 
शिर मान खो कि ---ज = या, तो, -~-~- (--> )= > = ( 
गे ठ यिः नोः तय ‹ तवः . =" ˆ - ताद्र ~= ,/ चता 
फिर ऊपरके फेला दो वार चखानयन कये। य्ह स्थिराङ्क को छोड 
द्विया हे । 
(७) नर = सा यहां (रा,र कोड्‌ फटे) र्का मानक््या होगा 
> ~> तार  . तार _ ताप _ ताप तार _ _ ताप 
च. ५ ताय - 9 * ` ताग्रर = ताय = -तार "तत्र = प-तर 
= 0 ~ । 
== र ह = {स्थ ~+ 1 र तर 
( तार तार त 
प नि < २; ग 
ज) ताये † षा -तास +वार =° इसमे र का मान क्या होगा । 


यहा मान टो कि 


र = „८ रताय , तार =न् रताय तार ताश्च 


/^ खेताय 
~~ ~ २ 
` ` ताय ` तयि तत श ) द 
$~ तय 
इसाटख्य ^ । 1 रा + पार -वा-+ -त- = © 
., दर +-पाङा~+वा + तन = ० दसल्िये यदि पा आर चा 


स्थिरङ्कद्ौ तो सहजम राका आरा पस्से र का ज्ञान दहो जायगा 
क्योकि यदिपा=-भाओरवा-कातो 


२ तारा नारा 
५ अ ~ कपपकमम०००४०००.५८ ~ थो त 2 +9, 
+> ~ + 


जह्य राः + आषा + का = ° इसमे रा का, अर ओर क, मान है । 
दसमे यदिश्=अ,वाश=क,तो समीकस्ण दीक होता दै 
| कश्य 
[न ¶। फ भथ 
इसलिये र = # ४ द्‌ अध्य "ग =गृह्मःचवार = ग-इ दोनों 
केयोग तुस्यर मानेंतोभी समीकरण ठीक दोगा इसलिये 


अग ओर कः के सम्भाव्य, असम्भाभ्य, ओर तुख्यं होने से इसमे करई मेद 
उत्पन्न होते हँ । 


सुः चखससिक्दन ) 


युः 


(६) नव दाथ ऊचे खंमे पर प्क समोर वेशा धरा उसने यमे कीजड्‌ से २७ हाथ 
दूरी पर एक रपकोविटकी तरप जो धि वभे दी जड़ मं थी आते 
उपर श्षपटा ! वतावो खंभे की जड से किननी दूरी पर मोरने सपक 
टस पश्च मे इतना हम जाननेटै किप्रलिक्षणमे सोपक्ती गति से 


गनि शरी। 





ध ५ 8 रि प 
| 


न त १, ` स व 1 नयक = "4 पपा एक ,शर्र, -बध्फद् 


॥; | 


# १५ 


कट्पना करो कि भवि = खंभा = ९= अ, दविस = सपि विट का अन्तर = २७ = 
क, खथ = ग, विवि, स, पदि सोँपका स्थान। अपगा, वह धकर दहे जिस 
मे मार चखा) इस का अयरखाय अक जीर अ मूर चिन्दुदै। प्रतिक्षण मे जव 
सापहौ के सन्मुख मारचटतादह तवस्पदे किट स्थानम जहां पर सोप 
होगा वर्हासे व््रपरजो स्पशर््वाहोगी उसके स्परविन्दु प्रर मोर हागा। 
मानखोकि इण समयमे सपं का स्थान स, ओर वहसे व्क स्पशरख्रास, प। 
प, उस मय मे मोर का स्थान ओर उसका ज = अम = य ओर कोटि = पम = 
र दै । मोर गति ओर सोप गत्ति का सम्बन्ध = इ, मान रख तो चटनकलन से। 


_ तार _ रताय _ र ताय 
स्प सः = -तायःसनम = - तार सर्व = अच +त) 
तार 


तप्र 


तार 
य 


विस, = कै (अ~य) + र । इस सस? = क-ग्(-अ -य) 





इसलिये अपचापच~=ईइ सस, = इ~द 1 र~ ( म--य) 


इसका य के वदा नात्काटिक सस्वन्ध निक्षाचने मे 
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र तार ध 
ज भवम दश (अ-य) ताय स य्‌ 
~ 7 नाः ४ 
न्य ता(तं ) व 
~= = ~ यदि ---~ = द 
तात्र 


चलखानयन करने से 


८ तुर्‌ ~ 
स्थि+खा(ज-य)" = खा[ -->+\८ 1 +(तत) ¦ । ८ वें परक्रम के (द) वं 


उदाहरण से) 


2 


्र+ङा( अ) = सास्य <अ +\८ { १+ स्प. <अ } ] 


~) = सा(क+ ग)-दा (अ) 


व 


दसखिये स्थि = खा (क + ग) ~ खा (अ) + ˆ इसका उत्थापन ( १ ) मे देने 


ल ` ---- (क ग) ला [ ता 0 { १ [ -तार्‌ 


ताय 


प 


5 





खध्युरिक्‌थ को उ्डादेनेसे 


( अ--य )र (क + ग) 





~ तार ( तार 1.. ६ 
8 ~ तायं † ५“ ~ | ताय | ॥ ॥ (२) 
इ५ + ९ १ शक इ [तार] ह । 

(अ~य) (कग) ¬ + ९८ { १4 ( ] (| 

तार 
५ (२) 


(२) आर (२) करं अन्तर सं 
> तार __ { [इः | 





0 1 | द्‌ 3 
अ~य च+म्‌ 


मू त 





८ चटयादिकःटन । 


„2४5 








इसमे य =° तो 
६ ध अ अ अ कग 
ए । 1 [कि ची ~ गृ श न इर ( 84 ३२ 


--क--इ-कः+ग + गद्---क+इन्क-ग + इन्ग्‌ _ रद्न्म - मकः 


न 
९--३ ९ - द 


टसका उत्थापन दक्र समराधनादि से 


(क--ग १ + रेद्‌ -क +द्र्ग 
| द ~य प प ४ 9 1 
| अं | (भय) र- ङ (४) 


२ 
_ , _-कटः+ट्ष्ण 
^ 





२ ठ तत त्र & 
= व - दरतनं अन्तरः पर हुओं | 


इस पर से यदि संख्यादमक मान निक्रासे ती १७.०२ इतना हागा । मास्कग- 
चायं ने जो अपनी खीरखावती के षे व्यवहारमे मोर ओरसापकाश्श्चद्िला 
टे उसमे दोनी की गति तस्य माना हे इसलिये इ, = १ दस पर से उपर की क्रिया 
करतो विट से अनन्त दूर पर भिन्न दिशामे याग आता दहै इसलिये भास्कर का 
उदाहरण अद्ुद्ध ह 1 मास्कसयचायं ने जा चिभुजगणित की युक्ति से अपन उदाद- 
रण का उत्तर निकाला है वह दीक नदीं क्योकि मयुर कोई देवता नदीं कि उसे 
पटे से माटूमदहो जायकिम इस सरल मागं से चकर जव तक पृथ्वी के 
जिस स्थान पर पदट्चूगा तव तक सप भी चट कर उसी स्थान पर पूर्हुच जायगा ! 

वेरोपिक कलन । 

२६८ । यदि यकाफटज्ञातदहो तो चटनकरन की युक्ति से उसके महत्तम 
आर न्यूनतम मान का प्रमाण मा मरादूमदो जाता दहै परन्तु वहुतसरे पसे प्रश्चदहं 
जिनमयफ़फटदहयीका पता खगाना पडता है जिसमे महत्तम वा न्यूनतम का 
धम्मो) जेसेदो दिये हुए विन्दुं के बीच मे परमात्प अन्तर जाननाहेतो 
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या न्यूनतम अन्तर जानने के लिये उस वक्र का पता गाना पङ्ना जिसका 
चाप दोन विन्दुओं के अन्तत ‹ 
परमाद्प हो। यदि गाधा दौ 
निर्दिश चिन्दुद्ो तो यदहं दोनो 
विन्दुं पर गये गापाघा, गावाघा 
द्त्यादि वक्रोमे से षक फेसे चक्र 
को चुनना चाहिये जिसका चाप ह| 
ओरौ के चापसे छोटा दो। णेस ऋः 
वक्र का क्यः समीकरण होगा इसके चिये एक वक्र के पः विन्दसे दुखरे चक्रं के 
चा चिन्दुका पता गाना पड्गा। इसपाओौरवा चिन्दुकाजो अन्तरः है इसे 
पाना कोटि की चैरोषिक गति कहते है इसको “वै से धकारा करेगे । जेसा 
गापाघावक्रके पाचिन्दुका भुज =आना=यथरकोटि=पाना=र मानोतो 
यदि पावा वहुतद्ीखोखाहोतोता ओर वेमे इस प्रकार का भेद है अर्थौत्‌ र+ 
तार इससे गापाघा चक्रमे पाचिन्दुके बहुत दही पाख जो पा विन्दु है उसकी 
कोटि पानौ समक्ची जाती है ओर र+ चैर इससे दूसरा वक्रं जो गावाधा है उसमें 
पा चिन्दुके बहुत ही पासजो वा चिन्दु है उसकी कोटि वाना समश्ची जाती हे। 





~+ का 


२६९ । उपर के क्षेत्र मे नापा=र .. नापी=र+तार ओर नावा= 
र+ वैर इखचखिये नावा = नावा + ता (नावा) = र +बैर+ता (र + वैर) 
ओर नावा = नपा + वै (नापा) = र+तार+वै (र+तार) इसखिये 

र + चैर +ता(र~+वैर) = र + वैर + तार + तावे 

= र + तार +वै(र + तार) = र + तीर + वैर + वैतार इसखिये 

अर्थात्‌ वेरोषिकगति की तात्काङिकी गति ओर तात्कालिकी गति की वेशे 

परिकगति दोनो परस्पर तुव्य ह । 

दसी प्रकार यदि तारकोरमानलखोेतो 

तावैतार = वै ताष्ट, वा तावैतार = ताताबैर = तावर 

* ताच्वैर = वैतापर जर इसी तरह तान्वेर = वैतानर । 

यदि रकी तात्कालिकी गतिं = रर यदधो ओरर की वैरोषिकगति 
बहत ही अस्प हो तो उपर के सिद्धान्ल से 


=. न (१ ^ ~+ ५ ^ 
वै तार = कै (रः-र) = वैर+-वेर = ताधैरः यह भी सिद्धं कर सकते हें । 


५ + स्ल्टराहिकखन । 


$} ही मस यद | स्वं >~ सर तो सं = तास; 





" व्स= मरना, = ताचेस, इसलिये | वेस = ॥ वेलास, = 


= मम्‌, => | भारः | वेस | वे |स | |स 1 सं 


दसी न्ह | वैस = वे 1 स 


| दरस सं समस्राकि वार वार न वार चटखानयन करिया गया ह। 


२७१९) ऊपर के सिद्धान्तो के देखने से यद स्पष्र होता है कि तात्कालिक 
ओग वैदोधिक के गणितौमे केवलता आओरयैका मेद्‌ है अर्थात्‌ ताकेस्थान में 
चैकोस्खदेनेसे खव गणित तात्कालिकी गतिकेषेखाहो जाताहै। ज्ञेसे यदि 
सरन तो चरखुनकट्न से ताकत = नरन-ध्तार 

इसमे ताकेस्थानमेवैकोस्खदेनेसेवैख = नरन-प्वैर 

इसी तसह यदि स= फ(य,रःप,व, ३०) जहां पव इ० 





नट 
न प्क इ० द तो चख्नकलन से 
तास तास तए ताख 
= ---ताय -- ---तार + ---- ताप + ताव + इ० 
ताल = तताय तार तार का तो त 
=माताय~+-नातार~+पा ताप~+वा ताव्‌ + इ० 
तास तास तस [स 
--) = वा. इ० 
४ तप्र ` = तारः तात = प? -तं ति = चः ई 


इसमेताकेस्थानमंवेकोरखदेनेसे 
वेस = मा वेय~+नावेर+पावेप-+व वेव +इ० 
२७२ वे.८स, वा.८वैस इस का मान यदि जानना हो जहां स, य, र, ओर 
इनके तात्कालिकी गति काक्रोष फटे ओरय,र, ख चख्यारिक्ा फडट्ौतो 
तास = मा ताय +ना ताच्य~+पाताध्य+वा ताभ्य + . . . 
~+ मतार+नतार+-पतार+वताभ्र+ ... 
परन्तु ताय ता ताय, ता्यन्ता ताष्य 
इस स्यि ताकेस्थानमेवैकोरख देने से 
वैस = मा वैय +ना वैताय +पा वैताव्य +वा वैताष्य+ . . . 
+म वैर +न वैनार+प वेताष्ट+व्‌ वरेताच्र + - 


मिथितप्रकीणक | २७१ 
इस लिये । वैस = ॥ ( मावेय + नावैताय + पावैताध्य + चावेताध्य + - - - ) 


| (म वेर+न वैतार + प्रचेतार + ववैताध्र + - * -) 





परन्तु खण्डचलानयन से 
` १ ` र, ् । 
॥ नावेताय = | नानावेय = नावेय - | तानाचवेय } 


[ पावेता्य = [ पालाय = पातावेय-- | तापा तावेय 


1 #॥ 


= पातावेय-तापावेय + [ तेय । 


॥ 


| ९ ३ | २ २. | > 
व्रातता य = । कतव्य =चानाच्य--। तावाता चय 


9. 


द (५ प, | २ प 
= वति व्य-तावतावय + | ता ऋताचय 


२ 3 व ॥ वा 
= वता वसू तावदादय-+-ताचच्य- ॥ ता वाचय 
ट्‌० ० ३० 
इसी तरह 


[ नवैतार = | नतावैर = नवैर-- ( तानवैर | 

{ पवेतार = [ पलार = पतावैर--तापवेर + | तापर । 

[| ववैता = वताष्वेर--तावतातरैर + ताःवतवैर- [| वाधवेर | 

इन सवका उत्थापन | वैस मेदेनेसे 

[ वैस = (ना--तापा + ता्वा--३०) वैय + (न--ताप + ताव--इ०) चैर 


+ (पा-तावा +इ°०) तावेय + (प-- ताव + इ) ताचैर 


2 


+ (बा-तामा + इ०) ताष्यैय + (ब-ताभ + ₹०) ताश्वेर 
+~ ॥ (मा-ताना + ताष्पा-ताष्वा + इ०)वैय 


~~ [ (मकान + ताच्प--ताभ्व + इ०) वैर 


२५२ यखरा हिक । 


( 


दरसके देखने से स्पण्होतादहे कि वेय, तावेय, इव्यादि के अनर चैर तावर 
के गुणको मं साजात्य घम) इसचल्यिष्कवच्छखसके मानसेेलको 


ओर मानें तो इसके वदा से | वैस मे उसी चारके ओर खण्डहोगे जेसा किकेय 
अर वैर के वश से उत्पन्न हुष दै 
२.७३ यदि ख = शाताय जां | ठाताय इस के वैरोधिक का ज्ञान करना 


होतो कल्पना कसे कि 
तारा = मालाय + नातार + पाताप + वाताच + माताम + ३० 





नार नार तार्र 
जेष्ट = ~~~. व ++ = ~~~ | र 
प °= (त्राः ताय तपः । 
४ तारा तारा ताश 
अर = = स 
+. तख ` च लार ' पष ताय ` < 
इखदिये 


वैरा = मावेय + नाचेर + पराचैप + वाचैव ~+ मावैम + ३० 
अव वै [रए य = । वे (शाताय) = ॥ (सा वेलाय + ताय वेदा) 


= | (शा तावैय + तायवैरा) = [शा तावेय +  [ तायचेदा 
घै 8 १ 
= राविय + | (लायवेशा-वेयताा 
| ( ॐ ति ९ १९ 
परन्तं 1 (तायवेरा-वेयतारा) = 1 ताय (मावेय + नावेर-1 पाचेप +. - ~) 
-- 1 वेय (मानाय --नातार + पाताप +. - } 


= { ना(वैर-पेय)ताय + [ पातेष-ववेय)ताय ~ [ वाजवैव-मवैयोताय + -. 


1. 


॥ सा ताप ताव 
अव = -----, भं = --- 
>. त्य : ् ताय : +न ताय 
दस लिये 
(प १.२३ 8 न, 
केप = तायवंतार--तारवेताय _ वेतार--पवेताय 
हि ताय ताय 
~ वैतार-प्रतावेय-तापचेय ता 
५ र ६५६ <~ क क [व 
„ वेप्र-- चवय = ` ~~ = ---- (वेर-- पये 
वेप-- ववं व व (वेर-पवेय) 


मिधितप्रकीणक्‌ | २७३ 


= ४ = 
अर वैव = तायवेताप--तापवेताय _ तावैप--वतावेय 
ताय ताय 





विप--वतावेय--नाववेय _ 


चव--भव्यं ----------------~ = ५ 
ताय तप्य (वेप चय) 





(1 €~ 
पौर कल्पनः कसे क्रि 





श प ४ प ता हु ९ 
वेर--पवेय = ह -. वैप--ववेय = = । वेवम वैय = = 


[हि 


इस द्ये 


ते (( साताय = रातेय + [| नादनाय १ [षा 7. दताय + | व ना ताय + 





ताप ५ 


ताह ताद ` तावा ताह 
वा--~ताय व स 
| [यःत = च -लायं ॥ ताय -तायं तच 


_ ता तावा तावा 
~ तं ताय | र तात्र त्न 


ताह ` 
परन्तु 1 पस त = पाह- | ह ¬ ताय 


>. ^ ताद ताह ताभां वह , _ताभा 
मौर || भा तायः प्व = "द्रः -ताच तायं नाय 


तामा 
~---- तय 
६ द -तयःता 
(~ ६३ ३ तावा , ताजा 


ड्‌ ८ _ तावा, 
सिये वें [ शताय रावेय + (पा ~ इ०) ह 


~ 
ताभा नः ता म ) ताह 


(वा-- ताय तायः ताय 


ताभा, + ०) ता ह 


भ ~ (-3 
+मा य तायः 


¶ , तावा ताभ्भा 
~ | (ना---तापा + 1 ३०) ह ताय 


य ताय त 
दरस तरह से स्पष्ट देख पड़ता हे क| दाताय इसके वैरोषिक् गतिम दो 


माग ह पक चरु चिह्न के अन्तर्गत ओर दृस्सा चट चिह्न रहित इसमे ज्व यः 
ओर र, तव रा, पा आदिका मान शा? पाः इत्यादि ओर जव यर ओर र< तब 
दा, पा आदि का मान रार पार इत्यादि मानो तो यः, ओर य, सीमा के भीतर, 


१.८ 


3 चटा रिाक्छटन | 


20 


| रातय, इसका मान 


तावाः ताभाः 


= ॥ भ 0 
रान्वेय -- राः वेयः + (पा.-- त्र + त्य - ६ ) इः 
तावा , ताभा, 
---~ ४ ०) द्रु, + ० 
(पा! ताय त्यः ६०) इ, + १ 
य तापा , ताव 
~~ न न 0 लाय । 
| ॥ ताय ताय ) ह ताय 
च 


२७४। यदि स फः (यरु) जहांयका र ओग कदत यां भी 
उपर के धक्रम की युक्ति से कल्पना कर सकतेटो कि 
तादा मा ताय-+नातार+-पातापनवानता व+ इ० 

+ वी तात्म+पावाय्ा+न वी नाच + दइ० 

ङ्स दियं 

येदा = मा वेय + ना वेर + पावेप + पाचव + द० 

+नावैट-+पायेप+वा पेच + इ 
° [क [ 4 „99 (~ &९ 

यहां ना, पा इत्यादि उसी चाके हेजंसेकिना, पा ३० हद अथात्‌ रके 
स्थानयेंर्कोर्खदेनेसेनापा ३० हो जांयमे। 
यहां भी यदि वेल --पवेयन्हनतो ऊपर दीक युक्तिसे 








चे [ शताय = वेय + (पा -- 3 त २०) ह 
+ (षा 4 ४ त्र ज्ञ 
+ (वा - तय +- ० तलं 
+ (बा य +ड ) ताह + द 
+ [ (ना -- ता + -का्‌ -- ९०) इ ताय 
"८ न 


[+ 


२७५ जिस युत्ति खे चदनकख्न मे क्तिद्धदहे कि यदि रन्फ (य) ओर 
र्का महत्तमवा न्युर्नत्म मानदो तो तार =° उसी युक्तिसे जिस समय 


पिश्चितप्रक्ीणक्‌ । २७५ 


| २ शाताय इसका मान महन्तम वा न्यूनतम होगा उस समय वे [ थ दा ताय 
य य्‌ 

५ (५ स श ५२) © निनि 
= ० णसा होगा ! परन्तु जच वे इसका सान रेसे समय में सवेदा शुल्य होगा तब 
कड सकते हँ कि २७२ वे प्रक्रम मे वेरोधिक कामानजोदो खण्डमे एक चल- 
चिहान्तगेत ओर दृखया चलचिह्न रहित मे सिद्ध इ है बे दोनो पृथक्‌ पृथक्‌ 
द्ुन्य के तस्य होगे जसे | 


न, 


(१) उदाहरण, दो विन्दुओं का परमार्प अन्तर जानना है यहां 


| ङाताय = ५८९ 4 ) ताय = ( \८( १+प) ताय 


ताय 


प 
इसलिये शा = ९.८ (१ + प) . ` , ताश्च = ~= 


यहां स्पश देख पडता कि यदि दसे २७दवंप्रक्रसममे ताराकाजो रूप 
दै उखके साथ तुलना कसे तो 


प्‌ 
<< ९ न्‌ 0 = ---------------------- [२1 5 


ओर चल चिह्वान्तगंत मान को दल्य फे तुस्य करने से 


तापा , तापा 1 प 
कि 9 क 4) १ भा. { (न [8 ङ < 1। (कि 
1 ५८ (१ + प) 
पः . २ 4 ओं ग्‌ 
गः = -----र - गः = ~र ओर प = ------र- = अ 
तवग = टूर. ` १ र्+प (4. गे 
टस लियं 
तार अ ४ अथ न मरे ज = 
तां = भ वब रन थय + कं अथौत्‌ दोनो विन्दुं मं परमास्प अन्तर उस 


वक्र का चाप होगा जिसका समीकरण अय + क = र यह अथात्‌ सरररेखा- 
रूप होगा । 

(२) दो विन्दु के बीच मे एक एेखा वक्र वनावो जिसमे उपर के चिन्दुसे 
कोर पिण्ड पृथ्वी के आकषेण से उसके चापमे चर कर परमाद्प कारु मे नीचे 
की विन्दु पर प्च । यहां चाप का प्रमाण चा) 


अग = र, कग = य, ८ अगक = समकोण, पृथ्वी को 


आकर्षण का बरुवे मानोतो गतिविदया सेअ से 


क नक चाप क्री गह से पिण्ड के आने मे कार 





२.७६ चट गष्टिक्टन ) 














तचा 
सेकण्ड मे = ताय = (सि (प नायं = द्‌ ताय 
८ ५“ स्वर \“ स्वे \८र ५“ स्वे. 
५.८.८१९ + पः) 1 प्‌ 
दा -~---------- आर तदा = ~~ ~~~ = = = नापि 
\ क ^. 
इस लिये 
भप ष्‌ 
मा-०, ना 1 ; पा = ("स तण्न ;चा=० 
८7 \ ( + ) 
> तपा 4 ताघा (~ ~ 
समोर -- ------ = ना = रस्गलय इसका उत्थ 
ररः ना न ० , र्मा तस २ ॥ (स्वक तथुप्न 


तादा मदेनेसे 


तार 
ताश = तापा -तमं + प्रा ताप = तापाप +पा तपना पपा) 


इसलिये दा -पान्प^+ग जर्हाग कोद स्थिगङ्क दे । 


^ (९ + पः) पः 
अन शरा = पाप +भ "------------------ ~+ ग्‌ 
॥ ९.८२ ५८ ₹ ५.८ (२ + पध) 





क 
प = -----= ५ ~~ यह एक चक्राखद्‌ का समीकरण है (चटनकलन देखो) 
(३) उदाहरण । दौ वक्रो के वीच मे परमास्प अश्तर निकरे अथौन्‌ दोनो 
वक्रो मे एक एक फेरी विन्दु ठहगवो जिनमं प्ररमास्पर अन्तर हो | 
यट (१) उदाहरणसे दो विन्दु मे पग्मास्प अन्तर का समीकरण 
र = अथ + क ओर रा = ५८ (९ + प) जहा प = कोद स्थिक । 





^ ४४ क १.9 ५४ (| 8 त्‌ र ५ किन 
मानलखोकिं दोनो दिये दहषवक्रोम ताय = मः ~त = न ओर जिन 


विन्दु को परमास्प अन्तररूप सरररेखा दोनो वक्रो को काटती है उन विन्टुभो 
के क्रमसे भुज कोटि रः यन्ओररस्यः दतो 
वैर _ तार, 5 _ वैरम तार. 


् = म आर -<-- = , 
वेय तायः कय; तायः 


परन्तु २.७३ प्रकम मे महत्तम ओर न्यूनतम मानम 
दाः वैय, -- शा. वेयः + पा, ह> -- पा, ह, = ° 
परन्तु अन्तिम विन्दुं का वेरोषिक गमन मी दरून्य होगा । 


[क्न 


यिधशथितथकीणेक ३.99 


इसलिये शा, वैय, +पा! ह, = ०, दा वैय९ + पार इ = ० 
न र 4 र श ध 
ह! ओर हर का मान २७३ वे घक्रपम्र में जो हे उसका उत्थापन 


देनेसे रा, वैयः+पा, वैरः --पःवैय)=० “ ~“ ~“ “ (ई) 
रा. वैय.+पा-ैरः-पःवेयः)=० “~ “ “ (र) 
ष 1 १ ९ 
न भण 2 भ - त 
(९) से दा+-पा.म--पाःपः=०...म=प = = = 
य व क ५ र $ दार = १ द ₹ 
(२) से शार+पारन-पारिपर=०. .न=पर- रा = = 


“, १+गम=० ओरर्+गन्‌ = ०। 
यह दोनो समीकरण दिखललतेदै कि सस्छरेवा दोरो कको को कारने 
से समकोण बनाती दै। ओर दोनौ विन्दुं वर गद इदे सर्ख्रेला का 


र | रः--र 
सी स 1 न इसका उत्थापनं 
य 


१ + गम ओर १+गनमेकेनेसेदो समीकस्ण होगे ओर वक्रा के समीकरण पर 
सेय. ओर य, के फल फे वा से रर, र, के जाननेके लिय दो समीकरण ओर 
होगे इस तस्ह से चारे समीकस्णो पर सखे यः, य, र~ रः चासे के मान न्यक्त 
हयी जार्यमे । 

(४) देखा वेक्र वता जिखके चाप; अवलूत के चाप, र वक्र जातीय 
व्यासाद्धौ खे उत्पन्न क्षे्रफल न्वूनतम दो । यहो शद वें प्रक्रम से यदि फ का 
मान आ मानोतो 





ताजा _ पच्‌ तचा (९+प र ^ (१4 पः) = 1; (चअखनकटरन से) 
(| 





ताय २ ताय -- रव 
इसलिये रा = (धप) यहा शा के मानमे केवरुप ओर व 
इसलिये २७३ वं प्रक्रम से ताश्च = पाताप + वातात 
, इसलिये ताश = ---नन-- + ताप गा + वाताच 
= ताचाव + वाति + तापगाः 


(१) च (. ) 


इसलिये रावा बव~+प गा! + गा९= ~---- - ` - ` ` ` 
२३ 


२.७८ चवरुरयाशिकलन ! 


जो गा, ओर गा कोई स्थिराङ्क है । 





+-पः)* . & प(१९+-पः) ताप (१ प) 
परन्तुखा ~ 4 = | तारा ४१८९११० ताप ~~ ~प ताव 
(4 ६ पुः [4 
इसलिये २७२ वे प्रक्मसेवा-- ० इसका उत्थापन (१९) मे देने 
२५२ २१५२ 
से (९॥प) (९।+प व~+षप गा~-गा. 
= व(गा९ प+गा) _ ~ 
दस ( श 8 प) 
चलखछानयन से 
गारप-गा 
गा; स्पˆ-प~+ एत्र =छयर्-गुः+ ` ˆ". (२) 


~ व (गा. पगा. प 
आर ~ 


चलखानयन से 


= 


प>< गा९+गाः 


पक ~ = ४ र+ स्थिराङ 


गा, स्प~प- 


इसमे गा. जोड देने से 
प(गा.प क गा) 
१+प्‌ 
(२) ओर (३) सेस्प-प्पकोलखोपकर्देनेसे 
(गारप ~ गा) 
(१+प) 


गारस्प ~ प + = र+गाः,----*-** (३) 


= गारर-धगा,य+गार गार - गार गाः 


४ ग्व गाः 
"श्व + प) = 
रस स्वये \^( १-प ) २५८ (गाः र ~ गार्य + का) 


जहा 9 का = गार गा, ~ गा, गाः 

कल्पना करो कि एक स्थिर विन्दु से गणनां करने से वक्र के चापका प्रमाण 
चाहे तो चखानयनसेचा-+गा=९८(गारर ~ गा, य~+का) . . (४) 

मूढ विन्दु ओर अक्षौ के परिवत्तन से (४) का रूप 

चा = ५८ <अय + स्थिराङ् फसा हो सकता है जो कि ७९ वैं प्रकम से चक्रा 
खद्‌ का समीकरण हे । | 

` (“ आकाश मे दो विन्दुं का परमासप अन्तर क्या दोगा । 
दोनो विन्दु का अन्तर चा मानो तो 


भिधितप्रकौीणंक। २.७९, 


ताचा = \^ { ताः+ तार+ताः} =स 
इस सिये २७२ वं प्रक्रम से खण्ड तात्काटिक्छी गति पर से 
तास ताय ताय ताय 


तसि _ तार „=. तसि _ तार, 
तय= स = स ताताय, (र~ स्तवा तार आर तर सता त 


इस लिये वै | स = वेस | वैताचा = 








ताच) 








ताय तख तार 4 = 
वैय + -- वैर + ---वैल [ { ता( तचा) वैय ~ ता (त) वैर + 


तचा तान्वा 
ताक ९. 
सा ( ताचा ) नद 


इख लिये मा = ०, म = ° मा = ०, (क्यौकि न्यूनतम मान मे सव पृथक्‌ पृथक्‌ 


दन्य के तुस्य होगे ) 
ताय तार । तारं 
न = ---- = ० = तान = ताना 
॥ ताचां " = ताच ४ ताचाः ५ । 
= ताय तार तालं 


` ° ताचा = ॐ ताचा = = ताचा 


२ 
ताय ध तार ् ताट 


------ः ----- = २ = अ +-क.+गः 
तायाः ताचाः ताचा ॥ 





थ 
ओर 
ताय अ तार क, अ ।. कं ॥ 
च ने द ५ {~ रा.र ~ ~~ (१। 
अर तार ~ग तषट ग ` ` न क धः 
यह्‌ इष्ट धरातखमे पक सरटः रेखाको पतित करने सरे जो सरखरेखा 
होती है उसका समीकरण हे । 
(दे) जिस धनक्षे् के पृष्ठ का समीकरण दिया है उसके पृष्ठ पर दिये हण 
दो विन्दुं के बीच मे परमाद्परेखा का प्रपाण क्या दोगा | 
कर्पना करो कि दिये इए पृष्ठ के समीकरण पर से 
तार = प ताय+वा तार पेखा समीकरण बनता है जहांप, भौरव, य, रके 
फर तोवेटनपवैय~+व वैर णेखा दोगा इसका उत्थापन (५) वें उदाहरण 
मेदेनेसे 


_ {ताय , _ ताट तार  _ ताल 
वै| भ | तश्चा ` ताचा | | ताचा ताचा ] वर 


२८० चट राद्िकटन । 






|` य तार 4 ~. तार तार 1. 
-- | ता ----+पत वेय + | ता चत वैर 
2. +. ~ {` ताचां नाचा. |. 





दसटलटिये पएरमातपं अन्तग म्‌ 


र ता----+- वनता | ~ । 
| + । तचा | 





पृष्ठ के समीकरण परसेफञओर वका मान निकाल फ्िर्जोरेखा पर्मास्प 
अन्तर रूप हयेगी उसका समीकरण (६) के वरू से निकार छृतं हो । जैसे 
यदि पृषठकासमीकश्ण लप्‌ (य +र) पेसादहोतो 
यहँप=-र्यषफः(यः+रः), व= रर फ(यः+र') ओर मानखोकरि चा 
स्वतच्र रारि दैत (१) से 
ताय , ताल _ ताय 











---- + प ~ = र + २ यक्(यः +र 9; - (२) 
ताचाः ` ` तांच ताचाः १ ) तच (२ 
तार तार _ नाय तष्ट 

> च रर य~र 0 
तचार ` ` ताचाः 7 ताचह ' ` ॥ ताचा । (३) 
(र) को रसे ओर (रोकोयसे गुण कर अन्तर करने से 

ताय तार य 


ध {> नु *> यैः + हि. घ्‌ = ञ्य (५ 
तचः ख तायः यहा यद्दश य +र र्‌ कल्या हः 


तो र ताप्य -- य तार = ता(श्ुः ताष ) = ° 


„ ताष ए _ ग 
|, श्रु भूर ध १। 
ॐ ताचा = "<वा = ग = चत्वा = -श् 





परन्तु शु त्च यद उस कोण की ज्या हेजो कि परमास्प रेखा उस वक्र को 


कारकरः उत्पन्न कर्ती दैजो वक्र कि स्वथं घूम करघन का पृष्ठं चनाया है, 
इसलिये इस कोण को यदि भ कटोतो 


1 
भभु अं भनोत प ह 
रु \८ (य +र) 


1 
4 ---- इसलिये 


५ तष २ ताचा .- २ ताप ताल 
= ग = गः (१-+ 
# ताश्च त (९५ ताश्रुः तश्च 
(७५ कां आर ९८ घां परक्रम रेखो) 
समरोधन से श्रुः (श्रुः ---ग) ----=ग | १+फ {२ ु 


ताश्च 


{५ 


सिश्चतप्रकणेक 1 २८ १ 


| ५ 
~ ~ ताप ग. - { १ (र) 

ध [ॐ 1 , कदरः [ह| 18 [ह | ।.; 

वा { प--जः . (४) 

कल्पना करो कि घनक्षेच गोट र यह यास्योत्तर चत्त क घूमने से बना 


है प्राक्‌ कथा से क्षितिज के ऊपर कही रविकेन्द्र मौर चन्द्रकेन्द्र दो दन्त विन्दु 
है इन दोनो के सीवर मोख्पुष्ट पर परमाख रेला खीचनः हे ! कल्पना कथे कि 
परमास्य रखा याम्योत्तर चत्त के साथय कोण वनाती हे। 


र अक्ष गोर मे जर्हो खगा है वरध से परमाष्प्‌ रेखा ओर याम्योत्तर चत्त के 
सस्पात तक एक महद्वृत्त अ अंश, ओर गोकु का व्यासाद्धे त्रितो यहां यदि 


निकोणमिति से १ व्यासाद्द॑मे जेसाः कि सर्वच इस ग्रन्थ भर मे दे उ्यासाधन 
करोते श्रु = चिस्याञ, 


ओर उपर की युक्ति से स्याम = ४ = (न , ` , ज्यघ्म >< ज्या = ह 
अथौत्‌ दोना जीवां का घात स्वेदा स्थिर्हैजो किं महद््त्त मे घमं पाया 
जाता है इसलिये देनो चिन्दुओं मे होकर जो महद्वृत्त जागा उसमे दोनों 
विन्दुं के मीतर जो चाप होगा वद्धी पर्मास्प अन्वर्‌ होगा | 





२७४। बहत से प्रदनं एसे दै लिन्द कि साम्बन्धिक महत्तम ओर न्यूनतम 
कहते ह । समक्षो किदो सीमा के सीतर किसी फरु का चलानयन करने से 
पेखा मान [स जाननादेजे महत्तमवा न्यूनतम दहो इस नियम से कि उन्दी 


चररि के दूसरे फर का उन्हीं सीमां के भीतर चलमान | सः एक दिये 


इण सिर संख्या के तुल्य हो । जेषे वक्र के परिधिका भमानस्थिरगकेतुल्यदहो 
मै [ज [कत [५ ह 
ओर फर महत्तम हो इस नियम से पता रगावो कि कोन सा वक्र ह | 


पेसे प्रदनो के उत्तर करने मे [सः को एक स्थिर संख्या अ से गुण 


करः । समे जोङ् देते दै फिर इसके वैरोधिकको शूुन्थके समान करते ह 
क्योकि महत्तम वा श्यूनतम मान मं 


वे ( | ख+अ | सः ) ताथ =वे || सताय + अवै | से ताय = ० + ० 


क्योकि प्रदन के अनुसार 1 सताय यह महकत्तम चा भ्यूनतम है इसलिये 


३८२ सरखरारिक्रदन । 


8 


संताय = ० ओं ॥ सः ताय=ग~=स्थिराङ्क इसलिये वै ॥ ताय=० ! इसी 





तरह प्ररनमे यदि यह नियमहो कि | सताय महततम वा न्यूनतम ओर 


( सश्ताथ आर | सन्ताय स्थियङ्कतो ॥ सर्ताय को दूसरे स्थिराङ्कः क से गुण 
कर ऊपर के योग मे जोड़ कर इसके वैरोषिक को दुल्य के समान करो अथोत्‌ 
वै { [| सताय + अ [साय +कः | स~ताय ! =° पिर प्रन के व्च से अक 


स्थिरा काज्ञान मी दो जायगा । 
(१) उदाहरण । वहत सर वक्र दै जिन सभा का परिधि मान स्थिर ग के तुल्य 
हे तो बतावो कि किस का श्चे्रफट सचसे वड़ा होगा । 


यहां भरन की वोदटीसे | सनाय = | ८ (१ + यःताय = ग, 


8 सं ताय || र ताय 


इस लिये [शा ताय = ( { र + अ\८(१ + पर) } ताय ओर 


शा = र + अ९८ (९ + प) फिर २७३ वे परक्रम ओर २७५ वे प्रक्रम से 


अप्‌ = अप्‌ 
साता ्त्क्म ताय आरः ना~-श्पा टक वा =० 
[करन्द [३ | अं , ^“ २ अपः 
५ ९ र ॥ स 
इस लिये शा = पाप + स्थि ओर र + अ\८(१+ प) ट्त + ग 
५८ { अः-(र-ग.,)* { तार 
समशोधन सेर- ग, = - -हन्लप्वन्नि = - र्न -- = त 


(र -गर) तार ५ 
ओर ताय = ~ ता चलखानयन से 
\^ { अ - (र- गणे ¦ 


~ गर= -५^ { अ - (र - गः)" } 
इस लिये (य ~ गः + (र - गश = अः परन्तु यदह चत्तका समीकरण हे 
इस खये सव से वड़ा वृत्त फट का होगा । 
यह प्रद्न ओर २७५ प्रकम का (२) प्रदन दोनो सन्‌ १६२६ ई० मे जान व्नैटी 
( 1017 26110111 ) के निकाले हुए दै ओर जान वर्जी ने इन के उत्तर को 
मी वैशेषिक कलन की रीति से निकाला । वैरोषिककटन के प्रचार के जड भी 
यदी दोनो पदन ह । 


मिथितप्रकीणेक | ३८२३ 
२७५ प्रक्रम का (२) जो प्रदनदे उसे पसे भी कह सक्तेहो किएक एेसी 


पतटी कांचकीरेद्ी पोटी नखी जिसके दोनो शिरे खुरे दौ बनावो जिसे 
€ कर 


ऊपर के रिरे पर यदि एक गुर परमाणु पदाथ छोडदंतो वह परमास्य कामें 
नीचे के रिरे पर पर्टंच जाय । 


दख प्रदन को अङ्गरेज्ञी मे व्याचिसयोक्रोन प्रन का ( 07016111 ०1 16 


च, 


012.61115100111-00€ ) कहते ह । 


(२) उदाहरण । य अक्के चाये ओर एक वक्रको धुमाकर एक फेला 
घनक्षेत्र वनाया चाहते है जो य अक्षगत नियत दो विन्दुओं पर जाय ओर जिस 
का पृष्ठफख स्थिर गके तुद्य ओर धनर महत्तमरदहो तो उस वक्र का 
समीकरणं बतावषो | 


यहां पृष्ठफर = भप र २९८८१ + प) ताय = ग ओर घनफट = र र ताय 
इख लिये उपर की युक्ति से 
( ( रताय+२१्अ || र\८ (१ + प) ताय यद 
चा || रताय -+२अ | र\^ (१ + प) ताय = | राताय 


यह्‌ महत्तमं रोगा 
इस लिये शा = रः + ९अ २\८(१ + प) ओर 


२अस्पं 
त [8 ` + ~--------- 
ताश =२र तार +२ अतार\८(१+प) श -7टम्ग्नं ताय 
[ ध २ अ प अं ध ष्ट अर पं 
इस लिये मा=०, ना रर +२ अ\८(१ ॥ प ओरपा दत्त 
रअरप 


छ ढ्‌ अ २) ओर पा= ---- 
इस लये मा=०, ना=रर+२अ\८ (१-+-प) ओर पा टक 


[8 | [ख अस्थः 
इस लिये शन्पा+प-स्ि = च्म +र, 


= रः + >अर\८ (१ + प) 
 _ २) त 4 
ग१-र = २अर { \^ ( ९-प ) पच ध पर) \८(२ ध पर) (१) 


यहां परश्च के अनुसार वक्र य अक्ष को दो विन्दुभ पर काटता है इस लिये 
उन स्थानों तँ र=० इसका उत्थापन (९) मे देने सेगः =० इसलिये 


२८४ चखगारिक्रटमे । 





अर्‌ २ मअ ) 
स +र. र . र + ~. ~ ~ =9 
\८ (१ + प) ,,(९१ + प) ) 
६ २अ - छ्य ४ 
दि स ~ , = = © ~~~ = ब 
दख मे यदे र + -दत्क्ं ता त 
८ अ नकि \' अख -र तार 
पः + १९ = दसाटय पर= = ~ 
। र तप्य 
इसलिये नर = 1 .', ---प्--- = ताय 
< ˆ (धअ-र) तार ` ` \*(धम~रः) 


--- .^ अ - र) = य-गर , -र+(य-गः).=८ञअ 

यद एकः चत्त का समीक्रग्ण दे जिसका केन्द्र य अश्न प्रर ओर व्यासा 
= --म्अदहे। 

कर्पना क्यो किय अक्षमता, आओरका विन्दु नियन दे जिनके उपर हो 
कर प्रदन के अनुसार चक्रको जाना चाद्ये) तो यदि, काके व्यास मान 
कर एक गोट वनाया जाय ओर प्रदनम दिया हुजा सिर पृठफलर इस गेट को 
पृष्ठकः के वसावर हो तो इसे गोर मे प्रदनोक्त सव आलाप घर जार्येमे परन्तु 
यदि दिया इभा पृषएफट इस गोर के पृष्टफट के वरावर न हो किन्तु य अक्षमं गा, 
ओर घा विन्दु जो दै उन के अन्तर को व्यास मानक्रर जो गोट होगा उसके पुष 
फर के बराबर हो तो फेसी सिति मे रेखा समञ्चन चाहिये कि आग, य अश्च 
का भाग, गाघा व्यास पर वना गाचाघा बत्ताद्धं ओरय अक्का घाका भाग 
इन तीनोक्रो पकम मिखा 
देने से आगाचाघा कायहजो 
आ ओग का दो नियत चिन्दु- 
ओ पर गया इ यर धग 
तल मे एक वक्रहेये अश्च फे 
चायो ओर उसके धमन से 
अभीर घनक्षेज् हमा जिसका 
पृष्ठफर दिये इए पृष्ठफल के समान ओर घनपफल महत्तम होगा । 

इसी तरह यदि आकासे गाघावबडारहोतो भी समञ्च खेना चाहिये, 


यअ ५ 
९+प्‌) 

र =० यह्‌ भी पक वक्र का समीकरण होगाजो कि यहां पर आगा ओर घाका 
सरट रेखा के समान होगा । १५ 








आः ओ गो अ # क्षि. 


21 


© 


ऊपर का समीकरण भी दिखलाता है करि जब र र + त्‌ 


अभ्यास करे ख्ये परश्च | | २८५ 


इस प्रकारसे बुद्धिमान को चाद्धिये करि इस ग्रन्थ मे दिखखाये गये जो 
सिद्धान्त है उनके अभ्यात्त से नाना धक्रार की कश्पनां अपने वुद्धिवख से करे । 
अभ्यास के दिये प्रश्च। 


र। 





1 णद 4 यु व्र 
| र| अकऽ 


| [क १ द 
| ४ फ(श्वुःष) श्रु ताश्चुताष इसमे क्रमको वदलों 
। 6 


मअ (कोज्या 
उन्तर | । + - फ (शरुःप) श्रुतापनार 
(१। & 


क य्‌ क्‌ ~य ( म प क न, 
२। | ९ 1 (२-१) फ(य,र) तार ताय इसमे क्रपमको बदर देना दहे) 
© र्य 


ड० ९ (र प (य,र) ताप तार 
प 
३। | ४ | अय क(यः,र) तार ताय दसम कम को बद्ठना है । 
० यः | 
छम 
दु 1 प 8 ८ (भर) फ(यःर) ताय तार + ॥ रमर क(य,र ) ताय तार 
७ © अ | 
४। (अ | य+ अ क( यर) तार ताय इसका क्रम वद्लने से कैसा 
० \(अभ्-यर) रूप शोगा । 
उ'० + फ(य,र) ताय तार + || + फ(्य,र ) तायतार 
° \८^ (अ~र) अ ° 
ध 0 फ(य,र) ताय तार 
न्ख र-रअ 


५॥। यदि य = अज्याषञ्याष+ ओर र= क कोञ्याषलज्याषः 


तो सिद्ध कसेकरिं बदलने से | [व र ताय रस द्धिगुणचटरका 


द 1 अक ज्याषः कोज्याष, ताष ताप, पेसा रूप दोगा । 


६। यदि यं = वज्याथः + रा कल्या, 


ओरः र = वकोज्याअ, -- दाज्याअ१ तो सिद्ध कये कि 
३७ । 


८६ चटराहि्न्यन। 
ि तार चाय 
| फ(य,र) 


तदा तावं 
-र-क्-न्स = ../ १ (क) लकं 
सिद्ध करो च्छि 





9 | 


जर स? पए (2 
1 1 पफ(अयः+कर) तार नाय „अक्‌ | फ(य) तप्य 
७ , 9 
[| = --(यः + र्यरकोञ्याअर + र) 


तार ताय इसको अक्नीय भुज 
युग्मके रूपमे बदटो ओर तव दिखलावोकरि यदिय भौरग् क्री सीमा ० 
ॐ ५ 


स्‌ < 
दनी दिगुणचख्का मानं 


न 


आर 
र 


होगा । 
०, 
९ सिद्धकरो कि 
अ (कर तारताव 1 क 
~ग स नत कयनं 
। 3 (ग+य +र) # 
१०। 


अक्षीय भुजयुग्म के रूप मं बदल कग सिद्ध कमे क्रि 
1 9 |+ ९9 अ तार ताय 


_ र 
द ि ८ = ध षे को = किमिमे 
2 -© (वकर +अगिन(यकग अथे अनं 
११। 


यदि य = श्वुकोज्याप + अञ्याप आर र = श्रुस्याप + अकोञ्याप 
| कलर) तार ताय इसको व्दल्नेसे कसा रूप होगा। 


उ० | [ फ(ुकोजयाय + अञ्याप, श्रुज्याप + अक्रोस्याष) (अल्यारष-श्रु,तागनाप 


[> | /( (4 --य-र) ध्र 

| संद - र ~-- ५ छ प १ 
१२। सिद्ध क्रो कि || | पदप तार ताथ == ) 
यहां चलानयन य, ओर र के सव धनमान के भीतर किया गथा ओर 
यः+ रः ^“ १ । 


२२ । सिद्ध कमो कि 
0 
[| ,, , तायतारताल--.~ _ श २ 
\८ (१-य-र -ल----) न ~ 
। ^ र्म (+) 
जहां चराशियो की संख्या न हे ओर चखानयन सव धन मान के भीतर 
कियागयादहेजोकि यः +र लः + 


८ १ इस नियम से सिद्ध होते है) 


अभ्यास के लिये चश्च | ३८७ 


१४७ । सिद्ध कगे कि 


13 ~ < ( ज्याय__ रज्यार्य , रञ्यारय _ धज्याथ्य., ,.. 
अयाय र ( रर र -दष्यस्र सस? र कण्वः 9) 
१५ । सिद्ध करो कि 





कोज्या ध्य = + [१५३ भवा स्वास्य + . - ॥ 

६६ 1 एक मनुभ्य से ३० हाथ के अन्तर पर दषश्छिण ओर उसका पोसा 
तीतर था जसे ही मनुष्य पूर्वं की ओर चरने खगा वैसे ही तीतर मी मनुष्य के 
पाख पडंचने के लिये चला तो वतावो किं प्रथम स्थान से पूवे की ओर कितनी 
दूरी पर मचुप्य भौर तीतर से मेड दुडै। इस प्रञ्चमे इतना जानते दहै कि 
प्रतिक्षण मे मनुष्य सेदूना तीतर चख्ता था 

ॐ० २० हाथ । 

१७ सौ हाथ ऊॐचे प्क ताटवृक्च के उपर णक कोथा वेडाथा उसने पेड 
करी जड़ से दक्षिण ओर २५ हाथ के अन्तर पर दक्चिणद्यी की आर जाता एक 
मूसे को देख कर उसकी दूनी गति से पकड़ने के लिये स्षपटा तो वतावो कि पेड 
करी जड़ से कितने हाथ पर कौ ने मूसे को पकड । 

उ० १८३ > हाथ 

१८। पृथ्वी से १०,००० हाथ उचे पर जा कर पक कवूतर ने पृथ्वी पर रीक 
अपे पैर के नीचे चावलो को देख कर एक पर मे २०० हाथ की गति से उतग्ने 
खगा परन्तु उस समय पूवं की वायु एक चाट से बहती थी जिसके कारण एक 
पर की गति कवूतर की पूवे कौ ओर भी १०० हाथ हो गहै तो बताघो कि कितने 
प्ररु मं वह कवृतर पृथ्वी पर पर्चा । 

उ० ६६ पट 
६९} दऽ प्रक्रम के (दे) वे प्र्नमें -मोर ओर सापकेयोगसे वक्र चिवाहु 


र मे ॑ :क ~ इश्ग) अ 
होगा उतका क्षेचफट क्या होगा । उ०, फं = (दक - द्ग) अ 


छगु - 
२० दवें पद्नमें मष्य भौर तीतलरकेगरोगसे जो चक्र चिवाहु होगा 
उसका फर क्या दोगा । ` ० फट = १२० 


२१। १७ चं प्रदन मे काक ओर मूस के योगसेजो वक्र भिवाह दोगा उस 


कोटि (२ गुः» भुज + गु > कणे) 


का फर वतावो । उ० फट = ० 
छगु -२ 


३८ | चलरगकद्धस्न्‌। 


काक गति 


यहां गु = -----न-=- 
स सस कौ मति 


२९} १८ वं प्रदनमें कपोत जिस वक्रे प्रश्वी पर उतरेगा उससे भौर 


कपोत की उचष्ट १०,००० भवे जो चापश्नेत्र सगा उसका क्या प्ट सचेमा | 
+~ २ 
उ० पटं = - 


ध व ॥ प्रर 
२२३ णक वत्र पसा वनावनौ जिसमे व ताय इसक्रा मान न्यूनतम दो | 


 ग{१+ च) 
"१ प 2 


३ १ 
(शष ध ध 
^ ) 


¦ य = गर+ग ( 

२४। जिस सूच्याकार राङ्क के पृष्टका र~.“ (य +र) =श्रु यद 
समीकरण हे उसके पृष्ठ पर दो दिये ह्ण विन्दु के वीचमेजा प्ररमास्प रेखा 
8 प १ 
1 \८^ (+) 

२५ वक्र का चपि ओर फटस्थिर दे भर यह वक्रय अश्च ङे चासि ओर 
घूम कर एेखा घ्नक्षेत् चनाता हे जिसका घनफल महत्तमदहे तोवक्का पता 
गवो । उ० यहां शा = 7 रः + कर + अ\८(९ + प पेसा होगा फिर इस पर 
मे २७६ धक्रम की क्रिया कर चक्र का समीकरण जानो। 


होगी उसका समीकरण चनायो । उ० श्रु = गते 


२६। सव वक्रो मे क्षेचफर स्थिर हे तो बतावो किसकी परिधि सवसे कोरी 
टोगी । उ० चन्त की। 
¢ = र 
२७ वक्र काचपिख्िरटहै ओर यद्य अक्के चासे ओर घूम कर एक 
रेखा घनश्मेन वनाता दै जिसका न्यूनतम प्ष्टफलट है तो वतावो वद्‌ कौन सा 
व्क ह । उ० कातन्वखी ((-२161द1ए) 


२८ एक नवमं जडसेदो शाखापूरीथीं जिनका सुका ३०० था। 
पहरी शाखा पर जड से ८ हाथ के अन्तर पर एक मैना वैदी थी ओर दूसरी 
दाखा प्रर जङ्‌ से ३+ ४५८२ हाथ के अन्तर पर एक कीड़ा चैरा था} यदह जैसे 
ही दाखा के उपर की ओर चलने खगा वेसे ही इस पर मैना ञपरी तो बतावो 
कि पटे स्थान से कितनी दूर जाने पर मैना ने उस कीड्‌ को पकड़ लिया । इस 
पदन मे इतना हम जानते है कि कीड़े से चैना दूनी चरती थी । 

ड० ४३ दाथ 


@= क 


अभ्यास के लिये परश्च । ३८९. 


२९ पकः महाजन ने पक ज्योतिषी से प्रसन्न होकर कशा किं कर अप पक 
पीतर का डन्बा किसी से वनवा कर ठेते आद्येगा जो कि ठीक मेरी रूमाट से 
चाते ओस् वंध जायतोनतै उस डव्वे को अारफरियोौ से भर कर आपको सङ्खरप 
कर्गा ! बतावो ज्योतिषी कैसा उच्चा बनावे जिसमे उसे बहुत अशाक्ियां मिले । 
इतना यां पर हम जानते है कि उस धनी के रूमाट की ठम्बाई सादृपांच दाथ 
ओर चोड पने दो दाथ थी। 

उ० यदि व्यास परिधि का सम्बन्धस्स्हो तो पौने 
दो हाथ के व्यासका जो एक गोखाकार व्वा वनेगा उस 
मे सबसे अधिक अराफ्ियां मरगी । 
हरिगीत 
रखि है कृपालद्धिवेदिखतकृत खछ्ृतिजन मन खाय के । 
चखयाकशिकलन वरासि करं नवराहि चरममिटखाय के ॥ 
धरि शान जौ बुद्धिवङ गरबदकि सकट खरि हिखाय के । 
धन धान मान महान कहि है होय भिय रेप रायके॥ 
इतिध्रीकृपाद्धदत्ततश्रीखधाकरदिवेदिकूतं चकसयाहिकलनं 
सम्पूणंम्‌ ॥ 
लसित सावन शानि तेरसर बरस विरोधि । 
पूरन क्रियेड खुध्राकर सव विधि शोधि ॥ 


